La sucesion de Lucas
Maria Isabe Viggiani Rocha

Consideramos la sucesion numérica{L,} definida por:
Lhn=Ln.1+Ln-> s n33 yL]_:lyLZ:3.

Esta sucesién es conocida como la sucesion de Lucas y a sus términos se

losllama niimer os de L ucas.

El nombre de esta suceson se debe d matemético francés Francois
Edouard Anatole L ucas (1.842-1.891) quien estuvo muy interesado por la Teoria de
NuUmeros y ademés estudio exhaustivamente la sucesion de Fibonacc, {a,} definida
por:

d=h it &8 n33cna=a=1

la cua hasta ese momento no habia sido tenida en cuenta y sus generalizaciones
(sucesiones que comienzan por 2 enteros positivos cualesquiera y a partir de ahi, cada
término de la sucesion es suma delos 2 precedentes).

La més sencilla de las generalizaciones es la hoy conocida por la sucesion de
Lucas. Sus 25 primeros términos son:

L.=1 L,=3 Ls=4 L=7 Ls=11
Le=18 L=29 Lg=47 Lo=76 L10=123
L1,=199 L1,=322 L13=521 L1,=843 L15=1.364
L16=2.207 L1,=3.571 L1g=5.778 L15=9.349 L»=15.127
L,1=24.476 L»,=39.603 L»3=64.079 L»,=103.682 L»s=167.761



LaR.E.M.y Edouard Lucas

a) Volumen 8 NUmero 2: "Biografia de Edouard Lucas'.

b) Volumen 8, Numero 1: "Divisibilidad de Numeros Combinatorios — El Teorema

de Lucas' (Roberto J. Miatdlo—Marialsabd Viggiani Rocha)

¢) Volumen 8 NUmero 3: "El sistema binario — El juego dd Nim y otras aplicaciones'

d)

(Roberto J. Miatdlo — Maria Isabd Viggiani Rocha), donde se trata nuevamente
"d Teorema de Lucas' y se presenta: "Las torres de Brahama y de Hanoi"
(problema planteado por Lucas en 1.883)

Volumen 21, Numero 3: "La sucesion de Fibonacc" (Maria Isabd Viggiani
Rocha). En este articulo aparece la sucesion de Lucas y nociones béasicas como
gemplo delas generalizaciones de Fibonacdi.

Volumen 25 Numero 1: En d "Editorid" se comenta que en la revista Annals of
Mathematics, Universidad de Princenton, E.E.U.U., val 203, afio 2.006, pags 969
a 1.019, aparece un articulo dd prof. Bujeauk M. Sissek donde demuestra, entre
otros teoremas, d siguiente resultado: "L os Unicos nimeros de Lucas igua a una

potencia de un nimero natural son poquisimos, solo: 1y 4."

Desarrollo dd tema

Si bien en la introduccion definimosqueL, =Lp.; +Lp., S N3 3 yL; =1

y L, =3, tambiénlos nUmeros de L ucas poseen la siguiente expresion:

N n

&a+.50 a@-.50

82 ;782 ;



Para una demostracion consultar Volumen 21 Ndmero 3.

1+ /5
2

Recordando que, f = (nbmero &ureo), la expresion anterior se

ecribe
Lo=f "+(f)™

1- Algunos resultados conocidos sobr e esta sucesion.

Probaremos algunos dedlos en 3-:
a) Larazon entre cada par de nlimeros consecutivos va oscilando por encimay por
debgode f 'y conforme se va avanzando en esta sucesion, ladiferencia con

f va haciéndose cada vez menor. Es decir,

lim Lt _¢
n® ¥ Ln

b) También podemos encontrar que:

by lim =1k gk
n® ¥ |_n

m-1

[¢]

a Ln+k
k=0 _¥

=

b,) lim
2) n® ¥ |_n+m- Ln

bg) Loy + f '1|_n:\/§ f"

c) Otra forma de conocer un nimero delLucas (L) Sinconocer los dos

anteriores es.



1=

€ 1+ (1++/5)L, U
e

A

é 2 0]
es lo mismo

-, N3 3.

Ln+1: n E

Ll
2

D> (D

d)L, y Ln+1 soncoprimos®

G, N3 3, sendo [x] = parte entera de x. O lo que

e (Lo)*-Ln.1.Ln+1=%5, (+s nespar, - S nesimpar)

n
) & Li =Ln:o—3
i=1

g) A partirden=2, el 4°de cada 4 nimeros de Lucas, es divisible por 3.

A partirden =3, e 3°decada3 nimeros, esdivisble por 2. A partir

de n=4, e 8°decada8 nimeros, esdivisible por 7. A partir den =15,
el 10° de cada 10 ndmeros, es divisble por 11.

continuar.

h) Ningun nimero de Lucas es divisible por 5.

Asi podriamos

2- Existen muchas formulas sencillas y resultados que interrelacionan la sucesiéon

de Fibonacci y lade L ucas, delos cuales verificaremos algunos en 3-:

! Como L, tiende a infinito esta propiedad genera otra prueba de un teorema de

Euclides.“ Existen infinitos nimeros primos”.
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a) Lh=a.1t+ a1

n-1+ I-n +1

b) a,=
C) &n=a&.Ln

d) Lum=anLlpr+a@niln, m3 2

m
0

& A Ln+k =anmabln+(@n2—1) Lo
k=0

f) Laecuacion diofantica 5x°+ 4 = y? sdlotiene por soluciones enteras x = a,
y=Ln X=-8 ,y=Ln, X=a& ,y=-LnX=-a,y=-L,.
Aparentemente, estas son sus Unicas soluciones en los entercs.

g) 1y 3 son ambos nimeros de Lucas y de Fibonacci, no hay otros (Martin D. Hirsch,
en Mathematics Magazine, vol 50, noviembre 1.977, pag 264).

h) John H. E. Cohn, dd Bdford College, de la Universidad de Londres, demostré en
1.963 que hay sdlo dos cuadrados perfectos entre los nimeros de Fibonacci: a
saber 1y 144y solo dos entre los nimeros de Lucas los cuales son: 1y 4.

i) HymieLondony Raphad Finkesistein en The Fibonacci Quarterly (revista
cuatrimestral desde 1.963, cuya edicion estd a cargo de la Fibonacci
Association. En la revista se trata la sucesién de Fibonacci y sus sucesiones
generalizadas, como asi también, otras sucesiones andlogas).

Envol. 77, diciembre 1.969, pags. 476 a 481, se encuentra una prueba de que



hay sdlo dos cubos perfectos entre los nimeros de Fibonacci: 1y 8y solo uno
entrelosdeLucas: 1.
Lo expuestoen h) y en i) eslo que en larevista Annals of Mathematics (vol. 203,
afo 2.006, pags. 969 a1.019) d prof. Bujeauk. M. Sissek demuestra nuevamente.

3- Demostraciones de algunos resultados sobrela sucesion de L ucas:

1- a) Sealasuc&ién{kn},kﬁﬂ n3 1, probemos que
1
ka=1+ ,n3 2. Enefecto,
n-1
. L +L
1+ 1 =1+ 1 =1+Lnl =" n'1:|‘”+1—kn
knl Ln Ln Ln Ln
Ln-l
QED
Iimk, =f.
ney¥

La sucesidn {ky} es convergente, sino no tendria sentido decir que vamos

aprobar que Ii®rri k, = f. Laconvergencia resulta de escribir
n

Lo g 1HED™(E)
Ln 1+(-)"(F) ™

lim k., = lim gﬁ 12w

n® ¥ n® ¥ Kn-1@

Como {k.} es convergente, diremos que Ii®rri k, = K, como asi también
n



. ., . 1
Igri K,., =K, por lo tanto la expresion (1) se convieteen K = 1+E ,
n

11\/§,de

de donde K> — K + 1 =0 y obtenemos que K = >

_1+45

esto

K > , pues k, > 0, " n, entonces K debe ser mayor que 0 y
llegamos aque K= limk,, = f QED
n® ¥
. Ln+1 _
Demangraque lim =f.
n® ¥ Ln

b) Verificacion de b;) Probaremos este resultado por induccion,

considerando la proposicion

Ln+m :fm

P(m): lim
()n!®¥

Sea P(n) una proposicién asociada a todo nimero natural n.
S secumple: 1) laproposicion P(1) esverdadera,
2)" n, s laproposicion P(n) es verdadera, entonces
también lo esP(n+1).

Entonces, la proposicion P(n) es verdad para todo n.

P(1) es verdadera pues

. Ln +1
lim

n® ¥ Ln

=flvera) (2



Supongamos P(m-1) verdadera:

lim Lnsmet g 3),
ne® ¥ L N

debemos probar que

P(m): lim Losm _fm
n® ¥ L
n
es verdadera.
. Ln+m T Ln+m-|_n+m-1
li = lim =
n® ¥ Ln n® ¥ Ln-Ln+m-1

lim —=nrm o i Loemen e

n® ¥ Ln+m-1 n® ¥ Ln+m-1

= f por (2,

entonces a (4) lo podemos calcular como

lim L”’f—m'l_"mﬂ:fm—lf:fm QED
n® ¥ L, n@¥ Ln+m-1

bs) Heuristica para deducir laféormula bs y su prueba.
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Si llamamos H a

, encontramos que H = i de donde
1+H

+H
1+H:iy1+2H:1+ 2 :3 , por lo tanto
H 1+H 1+H

(1+2H)(1+H)=3+H.

Asiresulta que (1+2H)(1+H)> = 3+H)(1+H) =

3

(3+H) :F+1=3(1+H)+1=4+3H.

1

H
De manera similar llegaremosaque (1 + 2 H)(1 + H)*=7 + 4H.
Por lo tanto observando la tabla de valores de L, presuponemos que

1+2H)(L+H)"=L+HL,.Como H=f", y

142H= +/5, seinfiereque /5 f" =Ly +17 L.
Ahora probaremos por induccion la igualdad considerando la propo-
sicion
P(n): (1+2H)(A+H)"=Lwm+HL,
P(1) es verdadera pues

(1+2H) (1+H)'=L,+HL;=4+3H.

Supongamos P(n-1) verdadera: (1 + 2 H) (1 + H)™ =L+ H Ly,
debemos probar que
P(): (1+2H) (1 +H)"=Lna+HL,

11



es verdadera

A+2H)(L+H)" = [A+2H) QL+H)™ @ +H) =

:(Ln+H|—n-l) n +|—n—1:

1L
H H

=L, 1+H)+Ln=(Ln+Lp)+HL,=Lna+HL, QED

J5-1 J5+1

Recordando que H:T y 1+ H-——f , escribire-

mos laexpresion (L + 2 H) (1 +H)"=Lp, +H L como

L, dedonde

J5-108++50 J5-1
2

1+2 T =Lt
¢ K2 5

J5f"=Lpa+ 1L, QED
€) Verificacion de (Ln)z- Ln.1.Lps1= 25 (+snespar, -9 nesimpar)

(Ln)z' Ln-l Ln+1:

12



A .2 2n .h-1 .n+l
SRt
% 2 5 2 5 5 ] 2 g 2
o+ f)(4) - Bfeant
= (-)"2- e o y
2 H
Al n-1 _1n-1 _ Y
= (1y2- gD f’*\/gh( =S V9)8
& Q
i5 , nespar
= ()" 2- (1" 3= (1) (2+3) = (15 = |
.5 | nesimpar

f)  Probemos por inducciénque Lp.,—3 = é L; considerando
i=1

P(N): & Li =Ln:2—3
i=1

P(1) es verdadera pues

1
é_ Li =L1=1 y Li»—3=L3-3=4-3=1 10
T

13
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Supongamos P(n-1) verdadera, es decir tenemos por hip6tesis que

%—1
Li = Ln+1 - 3

1

debemos probar que

n
P(n): é L; = Lo —3 esverdadera
i=1

Li +Lan=(Lm1—-3)+Ln=(Lma+Ly)—3=L2—3 QED

2-a) Prueba de &,.1ta&+1= L,.

,+\/§

=

5

a-50Y
£ 2 5

I-I-O

D> D> (D

1
Recordemos que a, =
5

Q

:% [f "(-f) ] (pag. 31, Volumen 21- NGmero 3)

Dedonde,

.1t 1= %[f n-1_ (_f)-(n-l)+f n+l (_f).(n.,.l)] _

:i[f “LA4f2)- (- f )OI (Lt 2)] :i/%ffz [Fm- ()] =

J5

2
=L, (ues1+f2=y5f)  QED

NG

14



1+Ln+1

L,.
b) Pruebade a, =

I-n-1+ I-n+1 _ (an-z +an)+(an +an+2) _

5
usando a)

2an +(an 'an-1)+(an +an+1) _

5
usando definicién sucesion Fibonacci

4an +an+1'an_l 4an +an

= = =a ED
5 5 Q

usando definicién sucesion Fibonacci

c) Pruebade a;, = &, L, .

a2n:an-|—n 0 Ln:aZn/an.

Recordemosque az,/ &, -

(pég. 31, Volumen 21, Numero 3, 1-c))

Laexpresion dada paralL,ena) valeparan3 2,puessn=1,a,.1=a lo
cual noesposible, porlotanto Lp=a,.1+t & +1= & -1t (@-1+a)=2a_1+
&h=&n/an,nt L

15



Sin=1 a=1ylL;=1dedondea,.L1=1=& QED

d) Pruebadelnm =an L1+ ama Ln.

Am Ln+1 + am1 Ln: - f ) m] (f n+l+(_ f )_ (ﬂ+1)) +

R
f[f - (

gl e

[f m+n+1+f m (_ f )-(n+l) - f n+1 (_ f )-m_ (_ f )-(m+n+l) +

e

S S A CF D REE BN O B RN O B sl I

:%[f m+n'1(1+f 2)- (-f )""‘*”*1)(1+f 2)] =

Ql

1+f 2 [f -y ( ‘ ).(m+n+l)] _

o)

BT e p—
__5[f L (£ )¢ 1)]

Ql

¢ men o (_ 1)m+n+2f m+n _ f m+n (_ 1)m+nf min _ L e QED

ver en 3-2- a)

16



e) Pruebade é L, .= am Lnt(@m2 -1) Loa

k=0
g
a Ln+k =Lln+tLlna+Llno+Llns+ ...+ Lum=
k=0

= LntLat (@l taly)+(@Lln+

usando -2- d)
taln)t+...+@nLlatanily =Lnt Lo+ (@t ot .. +

+8m-1) Lot (ot agt . . . +ay) Ly

Recordemos que: é a =am—1 (pag. 32, Volumen 21, Ndmero 3, 1-i)), por lo

i=1

tanto la expresion anterior setransforma en:

Lot Lo+t (@i —1) Lot (Bme—1—-a) Lpn=8nabn+ (Bniz—&1) Lnnn =@ Lo+ +

+(an2—1) Lon QED
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