Niumeros de Stirling

Noemi Patricia Kisbye

1 Introduccién

Sea A un conjunto no vacio. Una particién de A es una familia de subconjuntos
no vacios de A tal que su unién es todo A y tal que la interseccién de dos

conjuntos cualesquiera es vacia. Por ejemplo:

{1,2,3,4) = {1}U{2 3}u{a) (1)
= {lv 2, 3}U{4} (2)
= {1}u{2}u{3}u{4} (3)

Un conjunto de n elementos se puede partir en k subconjuntos siempre que
k<n.

El nimero de Stirling S(n, k) se define como el nimero de particiones de
un conjunto de n elementos en k subconjuntos. Claramente S(n,k) esta bien
definidosi k=1, 2, ..., n.

En este articulo daremos varias férmulas para calcular S(n, k) y tomaremos
como el conjunto A de n elementos al subconjunto de los naturales {1, 2, ..., n}
al cual denotaremos [n]. Los métodos para hallar una expresién para S(n, k)
seran puramente combinatorios. Esto es, explicaremos distintas formas de con-
tar cuantos elementos tiene el conjunto de las particiones de [n] en k subcon-

juntos y cada manera de contar nos conducird a una férmula diferente para
S(n, k).
2 Algunos valores especiales de S(n, k)

Calculemos S(n,k) para algunos valores especiales de n y de k. Observemos

que S(n,n) es el nimero de particiones de [n] en n subconjuntos. Existe una




dnica particién asi, y ésta es: [n] = {1} U {2} U...U {n}. Luego

S(n,n) = 1. (4)
S(n,1) es la cantidad de particiones de [n] en un tnico subconjunto. Esto

se puede hacer de una inica manera: [n] = {1, 2, ..., n}. Luego
S(n,1)=1. (5)

Calculemos S(n,2). Si partimos [n] en dos subconjuntos uno de ellos tiene
al elemento n y algunos de los n — 1 restantes. Luego para calcular S(n,2)
basta con saber de cudntas maneras se pueden elegir los n — 1 elementos que
pertenecen al mismo subconjunto que n. Este nimero es exactamente 2"~!,
pero debemos descartar el caso en que todos los elementos de [n] estén en un

mismo subconjunto , luego

S(n,2)=2""1-1. (6)

Para k = n -1, S(n,n — 1) es la cantidad de particiones de un conjunto
de n elementos en n — 1 subconjuntos. En este caso, en cada particién hay
un subconjunto con 2 elementos y los demas tiene uno. Luego contar cudntas
particiones hay es equivalente a contar de cudntas maneras distintas podemos
formar un subconjunto de dos elementos. Pero esto es exactamente el nimero

combinatorio (). Luego:

S(n,n—-1)= (3) = 252, (7)

3 Férmulas recursivas para S(n,k)

Supongamos que sabemos de cudntas maneras podemos particionar un conjunto

de m elementos en h subconjuntos para cada valor de m menor que n y cada
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valor de h menor que k. Vamos a probar que podemos hallar una expresion
para S(n,k) en términos de estos valores ya conocidos.

En primer lugar observemos que podemos escribir

[n] = [n - 1] U {n}.
Una particién de [n—1] en k — 1 subconjuntos determina una particién de [n] en
k subconjuntos donde el elemento n estd solo, es decir uno de los subconjuntos
tiene a n como tnico elemento; luego existen S(n — 1,k — 1) particiones de [n]
con esa propiedad.
Siguiendo con esta idea contemos ahora todas las particiones donde n perte-

nece a un subconjunto de exactamente 2 elementos. Es decir n € {i,n}, donde

n-1
1

S(n — 2,k — 1) maneras de particionar [n — 1] — {i} en k — 1 subconjuntos.

i € [n — 1]. Tenemos ( ) = n — 1 formas de elegir i, y para cada i tenemos

Luego consideramos las particiones donde n pertenece a un subconjunto de

";1) maneras

exactamente 3 elementos, es decir de la forma {i, j,n}. Tenemos (
de elegir i y j, y para cada eleccién de i y de j hay S(n — 3,k — 1) particiones
de los restantes n — 3 elementos en k — 1 subconjuntos.

Asi sucesivamente vamos contando en cuantos subconjuntos de m elementos
puede estar n y por cada uno de esos subconjuntos tendremos S(n — m,k — 1)
particiones de los n—m elementos restantes en k—1 subconjuntos. Este proceso
lo podremos hacer siempre que n — m sea mayor o igual que k — 1, es decir para
1 <m < n—k+ 1. Finalmente, obtenemos la siguiente férmula recursiva para

S(n, k):

S(n,k) = S(n—l,k—1)+(nII)S(n—2,k—1)+ (8)
+(Z:I1c)5(k—1,k—l)
o bien
S(n,k) = Y52 ("31)S(n—1-4, k1) (9)




Observemos que si aplicamos la formula (9) para k = 2 obtenemos:

n—2

S(n,2) = ; (n;l)S(n— 1-34,1) (10)
- 2 (5)-(G) -

que coincide con la expresién en (6).

Supongamos ahora que conocemos el nimero de particiones de [n — 1] en
k — 1 subconjuntos y en k subconjuntos. Veremos que podemos hallar una

férmula para S(n,k) en funcién de estos dos valores ya conocidos.

Primero consideramos todas las particiones en donde aparece el subconjunto
{n}, y luego contamos todas las particiones donde n pertenece a un subconjunto
con mas de un elemento. Las primeras son exactamente S(n — 1,k — 1), como
ya lo habiamos dicho en el caso anterior. En las demds particiones observemos
que si sacamos el elemento n obtenemos una particién de [n — 1] en k subcon-
juntos. Reciprocamente, si tenemos una particién de [n — 1] en k subconjuntos
y agregamos n a uno de ellos obtenemos una particién de [n] en k subconjuntos.
Como hay k subconjuntos tenemos k formas distintas de agregar el elemento
n, luego hay k S(n — 1, k) particiones en las que n pertenece a un subconjunto
con mas de un elemento. Asi obtenemos una segunda férmula recursiva valida

para k < n:

S(n,k)=S(n-1,k—-1)+kS(n—-1,k). (11)




4 Funciones Generatrices

A cada sucesién de nimeros reales {a,}, se la puede asociar las dos siguientes

series de potencias formales:

o0 o0 zn
S] = E anz" Sg = E an—|
n.

n=1 n=1

La serie S se llama funcidon generatriz de {a,} y S es la funcion generatriz
ezponencial de {a,}.

En esta seccién deduciremos cual es la funcién generatriz y cual es la funcién
generatriz exponencial de la sucesién {S(n,k)}, n > k.

Asociemos a cada particién de [n] un k—upla de enteros (ny,ng,...nx) con
la propiedad que n; > 1 para cada j y que n; +n2+...+n, = n. La asociacién
es la siguiente:

Los elementos 1, 2, ... hasta n; pertenecen a un mismo subconjunto de la
particién, pero n; + 1 pertenece a otro subconjunto. (Notemos que n; puede
ser 1).

Los elementos n;+1, n; +2, hasta n; +n, pertenecen o al mismo subconjunto
que 1 o al mismo subconjunto que n; + 1, pero n; +nz + 1 pertenece a un tercer
subconjunto distinto.

Asi sucesivamente, consideramos el intervalo natural con n; elementos [n; +
ng+...+nj—1+1,n1+n2+. . .4+n;], de tal manera que los naturales comprendidos
en este intervalo pertenecen a alguno de los subconjuntos ya contados o al mismo
subconjunto que (ny +ny+...4+nj-1+1) pero (ny+nz+...+n; +1) pertenece
a otro subconjunto de la particién, (a menos que j sea igual a k).

Ahora bien, dada una k-upla con estas caracteristicas, jcuantas particiones
hay que se correspondan con ella? Observemos que 1,2, ..., n; pertenecen a un
mismo subconjunto, n; + 1 pertenece a otro subconjunto y los ny — 1 siguientes
estan distribuidos entre estos dos. Existen 2™~! formas distintas de repartir

estos ny — 1 elementos en dos subconjuntos.




El elemento n; + nz + 1 estd en un tercer subconjunto y los n3 — 1 siguientes
estan en alguno de estos tres primeros subconjuntos. Tenemos 3™*~! distribu-
ciones distintas. Asi siguiendo vemos que a cada k- upla (n,7n,...,n%) le
corresponden 1™1-1 2m2-1 k™1 particiones distintas. Asi obtenemos una

nueva férmula para S(n, k):

Skl =F o e e 1m-19n2-1 krx—1 (12)

donde en la suma cada n; > 1.

Esto sugiere una féormula para la funcién generatriz de S(n,k). Precisa-
mente, la funcién generatriz para S(n, k) se obtiene haciendo el producto formal

de las siguientes sumas formales:

o0 o0 o0
(Z lnl—lznl)(z 2n3—lzng) ( z kn"_l:l:m‘) — (13)
ni=1 n2=1 ng=1
- z z z
- l-z)\1-2z) ""\1-kz
es decir que
n Ik
k = 14
;S("’ ) = Ao =22) (1= F2) =
una serie que es convergente si |z| < )1;
Sea (ny,ng,...,ni) una k-upla de naturales con la propiedad que cada n; >
lyquen;+ny;+4+ ... +ni = n. El nimero combinatorio (ﬂl n:...n.,) indica

de cudntas maneras podemos ubicar n elementos distintos en k subconjuntos

distintos poniendo n; en el primero, n, en el segundo y asi sucesivamente, y

n n!
ny Ny ...Nk nylng! ... ng!

A su vez, una particién de [n] en k subconjuntos A;, Ay, ..., Ax determina

este nimero es:

una k-upla (ny,n;,...,n;) con esa propiedad, siendo n; el cardinal de A;. Por




otro lado, como en la particién no interesa el orden de los subconjuntos vemos
que si permutamos los indices de la k-upla la particién sigue siendo la misma.
Como hay k! permutaciones, tenemos k! k—uplas que se corresponden con una

misma particiéon. Luego:

Z (n1 ngn. s .nk) = S(n,k) &t ' (15)

ni+n2+...+ng=n
donde en la suma cada n; > 1. Esto sugiere una formula para la funcién

generatriz exponencial de S(n,k), precisamente:

T 1 g z™2 AL
Y snkh= = (Y =X = Y =—=| s
Wik n! k! i1 nl! naz1 2! a1 le!
1 I
= (e -1 (17)

y esta serie es convergente para todo z € R.

5 Doce numeros

Concluimos este articulo haciendo referencia al nimero de funciones que puede
haber entre dos conjuntos finitos, poniendo ciertas restricciones en las funciones
y con respecto a cuando consideramos que dos funciones son iguales o equiva-
lentes. Sean N y K dos conjuntos finitos con |N| = n y |K| = k. Habra tres

restricciones posibles para las funciones f : M — N, éstas son:
1. f es arbitraria (sin restriccién),
2. f es inyectiva,

3. f es suryectiva.




Habra cuatro interpretaciones para decidir cuando dos funciones son equi-
valentes y éstas provienen de considerar a los elementos de N y de K como
distinguibles o indistinguibles.

Sean f y g dos funciones de N en K. Diremos que:

1. fy g son equivalentes con N y K distinguibles si f(z) = g(z) para todo
z€N.

2. fy g son equivalentes con N indistinguible si existe una permutacién 7

de los elementos de N tal que g(z) = f(7(z)), para todo z € N.

3. fy g son equivalentes con K indistinguible si existe una permutacién o

de los elementos de K tal que o(g(z)) = f(z), para todo z € N.

4. fy g son equivalentes con N y K indistinguibles si existen permutaciones
men Ny oen K tales que o(g(z)) = f(n(z)).

Por ejemplo, si N = {a,b} y K = {1, 2}, entonces

fla)=1 g(a)=2 (18)
fe)=1  g(b)=2 (19)

son funciones equivalentes si consideramos a los elementos de K como indistin-

guibles, y son no equivalentes si los consideramos distinguibles. Las funciones

h(a)=1 j(a)=2 (20)
hb)=2 j(b)=1 (21)

son funciones equivalentes si consideramos a los elementos de N como indistin-
guibles y son no equivalentes si los consideramos distinguibles.

Luego si queremos contar todas las funciones f : N — K obtendremos
12 nimeros diferentes segiin la restriccién que tomemos. Consideraremos a N

como el conjunto [n] y a K como el conjunto [k].




Supongamos primero que f es arbitraria.

Si consideramos a todos los elementos distinguibles tenemos que para cada
z € N, f(z) puede tomar k posibles valores, luego hay k™ funciones distintas.

Consideremos ahora a los elementos de N indistinguibles y a los de K dis-
tinguibles. La imagen de f puede ser un elemento, dos elementos o hasta k
elementos (siempre que n > k). Tenemos k funciones cuya imagen es un tnico
elemento: f(N)=1, f(N)=2, ..., f(N)=k%.

Tenemos (;) formas de elegir una imagen de exactamente dos elementos, ¢
y 7. En la preimagen de ¢ puede haber 1 elemento, o 2, o hasta n — 1, luego
hay (’;) (n — 1) funciones con 2 elementos en la imagen.

Hay () formas de elegir 3 elementos en la imagen, i, j y k. Si en la
preimagen de i hay un elemento, hay n — 2 posibilidades para j y k. Si hay 2
elementos, hay n — 3 posibilidades. Luego hay (n —2)+ (n-3)+...+1 =
11'—2121"—_11 = ("3') funciones con 3 elementos en la imagen.

Si k y n son mayores o iguales a 4, tenemos (%) formas de elegir una imagen
de 4 elementos ¢, j, k y m. Siguiendo con el razonamiento anterior, si la
preimagen de i tiene 1 elemento, tenemos (";2) posibilidades distintas para

7, k y m, si i tiene 2 elementos, tenemos (";3) posibilidades, y asi siguiendo.

()19

concluimos que hay (";') funciones con 4 elementos en la imagen.

Como

Siguiendo este mismo razonamiento y usando el hecho que

5+ () (5 rawlis )= 030)

vemos que en general hay (’J"_'}) funciones con j elementos determinados en la

imagen.




Luego el nimero de funciones arbitrarias donde los elementos de N son
indistinguibles y los de K son distinguibles es:

k\ [n-1 k\ [n—-1 k\ /n—1
e 22
(1)(0)+(2)<1 )+ (i)(j—l) £
donde j es el minimo entre k y n. Segiin la férmula de Vandermonde, el nimero
k-1
representado por la férmula (22) es (n B \

Si consideramos a los elementos de N distinguibles y los de K indistin-
guibles, cada f determina una particién de N en J subconjuntos: Ay, A, ...,
Aj, donde j es el cardinal de la imagen de f y donde podemos suponer que
f(A1)) =1, f(A2) = 2, ..., f(A;) = j. Como f es arbitraria, j puede ser

cualquier entero entre 1 y k; luego el nimero de funciones distintas es:
S(n,k)+S(n,k—1)+ S(n,k—2)+...4+ S(n,1) = B(n).
B(n) se llama nimero de Bell.

Por iltimo, si consideramos a todos los elementos indistinguibles, cada
funcién f cuya imagen tiene cardinal j es equivalente a una funcién f cuya
imagen es el intervalo [j]; y f y por ende f determina una j-upla de en-
teros (ny,...,n;) tales que hay n; elementos en la preimagen del 1, n, ele-
mentos en la preimagen del 2, y asi sucesivamente. Cada J upla satisface que
mi+mn2+...n; = nyn; > 1. Una j-upla con esta propiedad se llama una
particion de n en j enteros, y se denota p;(n). Concluimos entonces que el

nimero de funciones f: N — K con N y K indistinguible es:

pi(n) +pa(n) + ... + pi(n).

Consideremos ahora f inyectiva, y n < k, de lo contrario no puede haber

funciones inyectivas.
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Si consideramos todos los elementos distinguibles tenemos k posibilidades
distintas para f(1). Para cada una de estas elecciones tenemos k — 1 posibili-

dades para f(2) y asi siguiendo hasta f(n). Luego existen

k!
k(k=1) ...(k=n+1)= — = (k)

n!

funciones distintas.

Si los elementos de N son indistinguibles y los de K son distinguibles, cada
funcién determina una eleccién de n elementos de K. Luego el nimero de

funciones distintas es (:)

Si los elementos de N son distinguibles y los de K son indistinguibles, todas

las funciones seran equivalentes, es decir hay esencialmente una sola.
Lo mismo ocurre si todos los elementos de N y de K son indistinguibles.

Por iltimo, si f es suryectiva debemos considerar que n > k. Si los ele-
mentos de N son distinguibles, cada funcién determina una particién de N en
k subconjuntos. Luego si los elementos de K son indistinguibles, el nimero
de funciones no equivalentes es 5(n,k); si son distinguibles por cada particién
de N debemos considerar todas las permutaciones en K, luego hay S(n, k) k!

funciones no equivalentes.

Si los elementos de N son indistinguibles y los de K son distinguibles, se-
leccionamos de N un subconjunto M de k elementos tal que su imagen sea
exactamente K. N — M tiene n — k elementos, y lo que nos resta contar es el

nimero de funciones arbitrarias entre N — M y K. Pero esto ya vimos que es
IN-M|+k-1 _(n—l)
[N - M| S \n-k)°
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Si los elementos de N y de K son indistinguibles, cada funcién suryectiva
determina una particién de [n] en k subconjuntos, donde la imagen de cada
subconjunto es un elemento distinto de [k]. Pero entonces el nimero de fun-
ciones no equivalentes es la cantidad de veces que se puede expresar el nimero

n como suma de k términos, distintos de cero. Y esto es pi(n).

Resumimos esto en la siguiente tabla:

Distinguibles f arbitraria f inyectiva | f suryectiva
n<k n>k
Ny K k* (k)n S(n,k)k!
K ot () (k)
N B(n) 1 S(n,k)
p1(n) + p2(n) + ... + pr(n) 1 Pk(n)

Facultad de Matematica, Astronomia y Fisica
Universidad Nacional de Cérdoba.
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