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RETORNANDO AL HOTEL DE HILBERT
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RESUMEN. Se construyen particiones particulares del conjunto de los naturales a través de
procesos recursivos generando, de esta manera, numerables ejemplos de conjuntos numera-
bles y disjuntos cuya unién es un conjunto también numerable. El proceso es constructivo
por lo cual no se hace uso del axioma de eleccién. Se presenta un programa que genera
una de estas particiones especiales y se muestra cémo generar infinitas de las mismas. Esta
linea de razonamiento puede tener multiples aplicaciones en la teoria de conjuntos y de
modelos. Probamos que la cantidad de formas de realizar estas particiones de los natura-
les es no numerable, existe mayor cantidad de estas particiones, bautizadas doblemente
numerables, que niimeros naturales. Para cada niimero natural mayor que 1, mostramos
un procedimiento efectivo que genera estas particiones.

ABSTRACT. Some partitions of Natural Number set are built through recursive processes
generating in this manner countable examples of countable and disjoint sets whose union
is a set also countable. This process is constructive, so the Axiom of choice is not used.
We provide a PC program that generates one of these special partitions and shows how
to generate infinite of them. This line of reasoning can have multiple applications in Set
theory and Model theory. We proved that the number of ways to make these partitions
of natural numbers is not countable, there are more of these partitions (named doubly
countable) than natural numbers. For each natural number greater than 1, we show an

effective procedure that generates these partitions.

§1. Introducciéon

La linea de razonamientos que desarrollaremos esta basada en generar parti-
ciones de los nimeros naturales (Vinogradov, 1977). Pero no cualquier particién
de los mismos, como podria ser, por ejemplo, la que tiene sélo dos clases infinitas
correspondientes a los pares e impares. Queremos particiones de los naturales en
infinitas clases cada una numerable, ademds de un método efectivo para lograrlo.
Separar a los ntimeros naturales en infinitos conjuntos numerables, disjuntos dos a
dos, de forma recursiva es nuestra tarea principal. Llamaremos a estas particiones
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de los naturales, particiones doblemente numerables (PDN), ya que todos sus conjun-
tos son numerables y tenemos una cantidad numerable de estos. A lo largo de todo
el trabajo, entenderemos numerable como la cardinalidad de los nameros naturales.

Pensando en el famoso Hotel de Hilbert (El hotel de Hilbert, 2020; El hotel infinito
de Hilbert, 2021; Paenza, 2005), nuestra primera tarea se podria definir de la
siguiente manera: si llegaran simultdneamente a la isla donde se encuentra el hotel
numerables contingentes de turistas y cada contingente fuese numerable, ;cémo
encontrarle una habitacién diferente a cada turista si el hotel se encuentra en su
totalidad ya ocupado?

Este problema estd muy relacionado con el siguiente (problema de la union nume-
rable): dada una cantidad numerable de conjuntos disjuntos de a pares, tales que
cada uno es numerable, ;cudl es la cardinalidad del conjunto unién? Es sabido que
en la axiomatica de Zermelo-Fraenkel (ZF) (Ivorra, 2018a, 2018b; Suppes, 1968) es
necesario contar con el Axioma de Eleccion (AE) si se quiere asegurar que la cardi-
nalidad de la unién sea numerable para el caso general (Rubin y Rubin, 1963). Al
generar las particiones de los naturales buscadas, nosotros encontraremos infinitos
ejemplos de conjuntos numerables y disjuntos cuya unién es el conjunto de los
numeros naturales. Es decir, generaremos con un procedimiento efectivo al menos
numerables ejemplos de conjuntos numerables y disjuntos de a pares, tales que su
unién es numerable. La diferencia principal es que nosotros estamos interesados en
el proceso inverso, en vez de unir numerable conjuntos numerables (y disjuntos),
generar particiones doblemente numerables de los naturales. Este proceso nos
llevara a una prueba original del problema de la unién numerable nombrado.

Nuestros resultados principales estdn dentro del dominio de la matematica
recursiva, lo resolveremos de manera algoritmica y mostraremos un ejemplo de
programa posible que realiza una de las infinitas particiones posibles.

§2. Conceptos matematicos fundamentales

Antes de comenzar a exponer el nticleo de nuestro trabajo, nos detendremos
para explicitar algunos conceptos bésicos que usaremos. Sera esencial dominar
los conceptos de equipotencia o coordinabilidad entre conjuntos, cardinalidad,
particién y relacién de equivalencia. Presentaremos, ademads, el problema del Hotel
de Hilbert en sus versiones clasicas. Quienes tengan presente estos temas pueden
pasar a la seccién siguiente.

2.1. Biyeccién, equipotencia y Teorema de Cantor-Bernstein. Uno de los con-
ceptos més importantes a la hora de realizar nuestra tarea es el de funcion biyectiva
(ver definicién (2.3)). La importancia de las funciones biyectivas radica en que nos
permiten contar cantidad de elementos de los conjuntos aun cuando los conjuntos
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no son finitos. Y uno de nuestros objetivos es generar particiones cuyas clases
tengan todas la misma cantidad de elementos. Cualquier persona que haya entrado
alguna vez a una sala en donde todas sus butacas estuviesen ocupadas y ninguna
persona quedara parada pudo deducir que existian tantas butacas como personas
dentro de la sala (suponiendo que ninguna butaca tiene més de una persona).
Esto es importante, ya que podemos saber si hay tantas butacas como personas sin
necesidad de saber exactamente cudntas hay, esto es, sin necesidad de contar ni
butacas ni personas. En este caso, estamos habilitados para decir que el conjunto
de butacas es equipotente con el conjunto de personas dentro de la sala. Puede ser
que no sepamos exactamente cudntas personas hay, pero estamos seguros de que
existe la misma cantidad de asientos. Lo dicho hasta acd puede ser condensado en
las siguientes definiciones:

Definicién 2.1. Sean X,Y conjuntos y f una funcion, tal que f : X — Y. Decimos que
f es inyectiva si

(Vo e X)(Vy € X)(x #y = f(z) # [(y)).

Es decir, dados dos elementos cualesquiera distintos del dominio, sus imagenes
no pueden coincidir. Si existe una funcién inyectiva f : X — Y, estamos en
condiciones de asegurar que la cantidad de elementos de X es menor o igual que
la cantidad de elementos de Y (ver Figura 1) . Si a la cantidad de elementos de
un conjunto X la llamamos cardinalidad de X, y la denotamos como | X|, entonces
podemos resumir lo anterior diciendo que si existe una funcién inyectiva entre X
eY,|X| <Y

Definimos la sobreyectividad de una funcién f como la propiedad que nos garan-
tiza que todo elemento del conjunto de llegada o codominio (Y") esté relacionado
con algin elemento del dominio (X).

Definicién 2.2. Sean X, Y conjuntos y f una funcion, tal que f : X — Y. Decimos que
f es sobreyectiva si

VyeY) (BxeX) talque f(z)=uy.

En el caso de existir una funcién sobreyectiva como la dada en la definicién
anterior, podemos asegurar que |Y| < |X|. Puede observarse en la Figura 2 esta
relacién necesaria entre la cantidad de elementos de los conjuntos.

Definicién 2.3. Bajo las mismas condiciones de las definiciones anteriores, decimos que
una funcion f es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.
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Figura 1: Funcién inyectiva ~ Figura 2: Funcion sobreyectiva ~ Figura 3: Funcién biyectiva

Estamos ahora en condiciones de definir uno de los conceptos centrales para el desarrollo
de nuestro articulo, el concepto de equipotencia.

Definicién 2.4. Sean X e Y dos conjuntos. Decimos que X es equipotente con Y si existe una
funcion biyectiva f, tal que f : X — Y.

La equipotencia entre conjuntos implica que los mismos comparten la cardinalidad
(Figura 3). Cuando un conjunto X es equipotente con el conjunto de los nimeros naturales,
es decir, existe f : X — Nbiyectiva, decimos que el conjunto X es numerable. Por supuesto,
si existe esta funcion f biyectiva, también existe su funcién inversa, f -1.N — X.Loultimo
significa que la relacién de ser equipotente es simétrica, ya que la inversa de toda funciéon
biyectiva es otra funcién biyectiva. Esto es, si X es equipotente con Y, entonces Y es
equipotente con X para cualesquiera X e Y.

Como también sabemos, cada conjunto X tiene al menos una funcién biyectiva que lo
relaciona consigo mismo; la funcién identidad I : X — X, tal que f(z) = z para todo
elemento del dominio. Cuando una relacién satisface que todo elemento de su dominio
estd relacionado consigo mismo, decimos que la relacién es reflexiva. Por lo tanto, como
todo conjunto es equipotente consigo mismo, ser equipotente es una relacién reflexiva.

La dltima propiedad que destacaremos de la relaciéon de equipotencia es su transitividad,
es decir, si X es equipotente con Y,y asuvez, Y lo es con Z, entonces X y Z son equipoten-
tes. Esto se debe a que la composicién de funciones biyectivas es biyectiva. Si un conjunto
X es equipotente con el conjunto {1, 2, 3,4, ..., n}, decimos que su cardinalidad, la cantidad
de elementos del mismo, es n. También decimos que es equipotente con una seccién de
longitud n de los Naturales. Si X es equipotente con el conjunto vacio, su cardinalidad es
0. Cuando la cardinalidad de un conjunto X es un ndmero natural (o cero), el conjunto es
finito. Puede probarse que el tinico conjunto equipotente con el conjunto vacio es él mismo,
es decir, s6lo existe un conjunto que no tiene ningtn elemento (el conjunto vacio es tnico).

Nuestro interés en la equipotencia radica en su utilidad a la hora de comparar cardinali-
dades de conjuntos, es decir, comparar la cantidad de elementos que tienen los conjuntos.
En la axiomaética de conjuntos de ZFC, los ntimeros cardinales se definen a partir de otros
conjuntos llamados ordinales (Ivorra, 2018a; Suppes, 1968). Para que esa definicién sea
aplicable a todos los conjuntos, es decir, para que todo conjunto tenga asignado un tinico
cardinal, es necesario contar con el Axioma de Eleccion. Como la intencién de este articulo
es trabajar fuera del &mbito de este axioma, pero necesitamos comparar cardinales de
conjuntos infinitos, presentaremos el Teorema de Cantor-Schréder-Bernstein (CSB). La
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historia detrds de este teorema (y cémo su demostraciéon pudo independizarse del AE) es
muy interesante. Para quienes deseen una introduccién amena en el tema se recomienda
(Basa, 2014).

Teorema 2.5 (Cantor-Schroder-Bernstein (CSB)). Sean X e Y conjuntos. Si existen funciones
inyectivas f y g, talesque f : X — Y y g:Y — X, entonces existe una funcion biyectiva h, tal
queh: X =Y.

El Teorema CSB nos dice que la relacién tener cardinal menor o igual que es una relacién
antisimétrica. Este resultado serd crucial a la hora de probar el Teorema 5.1.

El objetivo de este articulo es desarrollar particiones particulares de los ntimeros natu-
rales. Por lo tanto, debemos decir qué entendemos por una particién. Debido a que este
concepto estd intimamente relacionado con el de relacién de equivalencia, procederemos
a dar las ultimas tres definiciones de esta seccién: relacién de equivalencia, particién y
Axioma de Eleccion.

2.2. Particiones y relaciones de equivalencia.

Definicién 2.6. Se dice que una relacion es de equivalencia si y solo si es a la vez

o reflexiva: todo elemento del dominio se relaciona consigo mismo: Vx(xRzx);

e simétrica: si x se relaciona con y, entonces y se relaciona con x: Va Yy (xRy = yRx);

e transitiva: si x se relaciona con y e y se relaciona con z, entonces x se relaciona con z:
VaVyVz (xRy A yRz = xRz).

Por lo tanto, la relacién de equipotencia entre conjuntos es una relacién de equivalencia.
Como ejemplo podemos nombrar que tanto los nimeros pares como los impares son
equipotentes con el conjunto de los ntimeros naturales. Esto se encuentra relacionado con
el hecho de que existe una particion de los nimeros naturales formada por los pares y los
impares. Por otro lado, como los Naturales y los Enteros son equipotentes, tenemos que
los pares o impares tienen la misma cantidad de elementos que los Enteros (usando la
transitividad de la relacién de equipotencia). Utilizando el concepto de biyeccién es como
Cantor demostré que los ntimeros racionales Q son numerables, esto es, que Ny Q son
equipotentes (para mas detalles (Apostol, 1984, 1998; Vinogradov, 1977)).

Cuando X es equipotente con el conjunto de los ntimeros naturales (X numerable), se
dice que su cardinal es Aleph subcero (Aleph se acenttia en la primera silaba y la Real Aca-
demia Espafiola acepta su grafia y fonética como dlef ) y se denota Xy. Todos los conjuntos
numerables tienen el mismo cardinal, Ry. Cuando se cumpla lo anterior, escribiremos

1X| = .

Esto es central en nuestro trabajo, ya que las PDN cumplen la ecuacién anterior, son todas
equipotentes con los Naturales.

Las particiones tienen una vinculo muy estrecho con las relaciones de equivalencia:
toda relacién de equivalencia definida sobre elementos de un conjunto X genera una
Unica particion de este conjunto. ;Qué queremos decir con una particiéon? Intuitivamente,
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una particién de un conjunto X es una forma de generar subconjuntos de X, tales que
sean disjuntos, es decir, su interseccién sea vacia, y que ademads su unién sea el conjunto
original X (no puede quedarme ningin elemento fuera). Por ejemplo, el conjunto de
los ntimeros pares y el de los impares forman una particién de los Naturales en dos
subconjuntos. Los ntiimeros positivos y los negativos no forman una particién del conjunto
de los niimeros enteros, ya que, a pesar de ser disjuntos, no contienen al cero. Si el 0
es incluido en alguno de los dos conjuntos, entonces tenemos una particién. Podriamos
también agregar un conjunto que sélo tenga al 0, en este caso tendriamos una particiéon
de los Enteros, pero ahora de 3 elementos (subconjuntos): positivos, negativos y el nuevo
conjunto con el cero. No es necesario que los elementos de la particién tengan la misma
cantidad de elementos. Nuestro objetivo es generar particiones de los Naturales donde
todos sus elementos (subconjuntos de naturales) sean equipotentes.

Definicion 2.7. Sea {X;}iea una familia de subconjuntos no vacios de X, con i perteneciente a
un conjunto de subindices A fijo. Decimos que esta familia es una particion de X si

° X:Uz’eAXi'
e X,NX; =0 paratodo i#j.

Por una cuestién de completitud, presentaremos el Axioma de Eleccién. La literatura sobre
el mismo es practicamente inabarcable y sus consecuencias sobre la teoria de conjuntos
sigue dando discusién entre los mateméticos. Existen multiples formas de enunciarlo,
nosotros presentaremos una particular (pueden encontrarse definiciones y resultados
equivalentes en (Ivorra, 2018b, 2018a; Rubin y Rubin, 1963).

Definicién 2.8 (AE). VX 3F (F: X = U, cx VAU € X(U # @ — F(U) € U)).

La anterior definicién puede expresarse de la siguiente manera: sea X una familia
arbitraria de conjuntos no vacios de cualquier cardinalidad, esto es, cada elemento de X es
a su vez un conjunto y no hay restricciéon sobre la cantidad de elementos de ninguno de los
conjuntos. Entonces, para esa familia genérica de conjuntos X, existe una funcion de eleccion
F con dominio X, tal que para cada conjunto V perteneciente a esta familia, la funcién de
eleccién elige un elemento de este conjunto. Este axioma es crucial para la demostraciéon
de muchos resultados importantes, como la existencia de bases en espacios vectoriales,
la existencia de clausura algebraica, el teorema de Tychonoff sobre la compacidad de
un producto de espacios topolégicos, el teorema de Hann-Banach sobre extensién de
funcionales lineales, etc. Su "virtud’ es poder dar cuenta de conjuntos que no pueden ser
mostrados o construidos explicitamente debido a limitaciones del lenguaje formal de la
teoria de conjuntos ZF. Existen otras teorias de conjuntos (Nuevos Fundamentos de Quine)
donde AE no es valido (ver (Ivorra, 2018b)).

2.3. El Hotel de Hilbert. El Hotel de Hilbert es una abstraccién matematica que pone
de manifiesto algunas curiosidades que tiene el concepto de infinito. Se cuenta que David
Hilbert, padre del formalismo matemaético, utilizaba la idea de un hotel infinito para
conversar sobre temas de infinitud con alumnos y colegas. Existen muchas variantes de
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problemas relacionadas con el hotel, pero nosotros contaremos las mds clédsicas. Uno de
los objetivos de este articulo es proponer soluciones alternativas para uno de sus casos.

Se cuenta que dos socios (uno podria ser Hilbert) tenian como objetivo crear el hotel
mas grande del mundo y se debatian cuantas habitaciones debia tener el mismo. Primero
pensaron que 10.000 habitaciones seria un ntmero mas que pertinente, pero pronto se
dieron cuenta de que tan rapido como la poblacién mundial superara un cierto namero de
habitantes, su hotel correria riesgo de quedar pequefio. Querian garantizarse que ningtin
otro hotel pudiese tener méas habitaciones que el suyo. Pronto la solucién aparecié en sus
cabezas: el nimero de habitaciones no podia ser finito, es decir, el hotel debia contar con
infinitas habitaciones.

Observacion: En todo nuestro trabajo estamos tomando la propiedad de ser
infinito como equivalente a la de no ser finito. Esto es, decimos que un conjunto
es infinito si y s6lo si no es equipotente con ninguna seccién de los Naturales
{1,2,3,4,...,n} (sin importar qué ntiimero natural n se tome). No nos deten-
dremos aqui, pero existen muchas definiciones de infinito y no siempre son
equivalentes (para adentrarse en el tema puede verse (Ortiz, 1994)).

Pronto el hotel se hizo muy famoso y turistas de todas las regiones del planeta colmaban
sus salas. A pesar de la infinitud del conjunto de habitaciones, el hotel tenia la siguiente
regla: la administracién del hotel podia disponer cambiar de habitacién a cualquiera de
sus huéspedes. Un dia pasé algo inesperado; llegdé un nuevo turista para hospedarse
en el Hotel de Hilbert y el recepcionista tuvo que informarle que todas las habitaciones
estaban ocupadas. Antes de que el hombre tuviese tiempo de decepcionarse, Hilbert se
comunicé simultdneamente con todas las habitaciones pidiendo que cada uno de los
turistas pase a la pieza siguiente, es decir, quien se encontrara en la pieza ntimero n,
pase a la n + 1. De esta manera, cada uno de los turistas pasoé a la pieza contigua y la
pieza nimero 1 qued¢ vacia para que ingresara el nuevo viajero. Esto deja en evidencia
que si tenemos un conjunto infinito y le sumamos 1, seguimos teniendo un conjunto
igualmente infinito. Si lo relacionamos con las biyecciones anteriormente presentadas,
dirfamos que el conjunto X = {1,2,3,4,5,6,7,...,n,n+ 1,...,} es equipotente con el
conjunto Y ={2,3,4,5,6,7,8,...,n+1,n+2,..., }. Lafuncién biyectiva que los relaciona
esf: X =Y, talque f(z) =2+ 1.

A partir de ese momento, si llegaban m nuevos viajeros al hotel, lo tinico que se hacia
era comunicarle a cada huésped que sumara m al namero de su pieza, y luego pasara a
esa nueva habitacion. La biyeccion es este caso seria

flx) =z +m.
Moraleja: el conjunto de los nimeros naturales a partir del m (para cualquier m natural)
es equipotente con el conjunto de todos los nimeros naturales.
Pero un nuevo desafio azot6 los lindes del hotel cuando por primera vez llegd un
contingente infinito de turistas mientras el hotel atin estaba ocupado en su totalidad. |No
podemos sumarle infinito a cada ntimero de habitacién! Sus habitantes pasarfan sus vidas

caminando los pasillos del Hotel sin llegar nunca a ningtin lugar. ;Cémo haria Hilbert
y sus administradores para resolver el problema? jFécil!, Hilbert ordené a cada persona
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de su hotel que multiplique el nimero de su pieza por 2 y pase a ubicarse en la nueva
numeracion. Como la cantidad de pares es igual a la cantidad de ntimeros naturales,
luego de multiplicar por 2, todos los personajes pasarian a ocupar una pieza con namero
par quedando todas las impares desocupadas para el ingreso del nuevo contingente. La
biyeccién involucrada: f : X — Y, tal que f(z) = 2.

El dltimo desafio hotelero consiste en albergar infinitos de estos contingentes, cada uno
infinito, cuando el hotel se encuentra al ciento por ciento de ocupacién. La solucién estdndar
(El hotel infinito de Hilbert, 2021) consiste en: ”El recepcionista permaneci6é inmutable, por
lo cual tomé6 tranquilamente el micréfono y se comunicé solamente con las habitaciones
cuyo numero fuera primo o alguna potencia de estos (p"), les pidi6 que elevaran el ntimero
2 al ntimero de la habitacién en la que se encontraban (2*") y se cambiaran a esa habitacién.
Entonces asignoé a cada una de las excursiones un ntimero primo (distinto de 2), a cada
uno de los turistas de cada una de las excursiones un ntimero par o impar (t), de manera
que la habitacién de cada uno de los turistas, se calculaba tomando el niimero primo de su
excursion (p) y elevarlo al nimero que les toc6 dentro de su excursion (¢) lo que da p' ”.
Existiendo un ntimero infinito de ndmeros primos y un ntiimero infinito de nameros (pares
e impares), facilmente se logré hospedar a un ntiimero infinito de infinitos huéspedes
dentro de un hotel que sélo tiene un ntimero infinito de habitaciones.

Lo anterior muestra que sumarle infinitas veces algo infinito puede no aumentar la
infinitud de un conjunto. Explicitar la biyeccién es en este tltimo caso un poco més com-
plejo. Nosotros tenemos como uno de los objetivos del trabajo proponer varias soluciones
alternativas a este tltimo problema del Hotel de Hilbert.

§3. Particiones de los Naturales

Como nombramos anteriormente, toda particion de un dominio define una relacién
de equivalencia sobre el mismo y viceversa (Apostol, 1984; Vinogradov, 1977). Nosotros
generaremos las particiones y obtendremos, por lo tanto, las relaciones de equivalencia
asociadas. Para comenzar, mostraremos como generar una de las al menos numerables
PDN. Para que una particiéon de los Naturales pueda ser llamada doblemente numerable,
es necesario y suficiente que cada uno de los numerables subconjuntos que componen
la particiéon del dominio (no puede ser una particién finita) sea numerable, es decir,
equipotente con N, que sean disjuntos dos a dos (su interseccién sea el conjunto vacio) y
que al unirlos recobremos todos los Naturales.

Consideremos los ntimeros naturales con su orden habitual comenzando por el 1, pero
el razonamiento no cambia si tomamos el 0 como natural. También podriamos extender
este proceso a los niimeros enteros.

Comencemos con la serie natural:
1 2 78910 11 12 13 14
3132 33...

Con los colores simplemente explicitamos el conjunto al que haremos pertenecer cada
natural, es decir, nuestra proceso comienza generando conjuntos sucesivos de longitud
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doble que la anterior comenzando por una longitud inicial 2:

Cy ={1,2}, . C3=1{7,8,9,10,11,12,13,14},

etcétera. Esta claro que
N=|JC, CnCr=2, £/
=1

Observacién: Notemos que los C; forman una particién de los Naturales, pero
tal particién no es doblemente numerable. Esto se debe a que, a pesar de
existen tantos C; como ntimeros naturales (y son disjuntos), los mismos no
son numerables (son todos finitos).

El siguiente paso consiste en elegir el primer elemento de cada uno de los conjuntos Cy
para formar el conjunto A; . Esto se puede hacer de manera algoritmica gracias a que los
Naturales estan bien ordenados. Tenemos entonces:

Ay ={1,3,7,15,31,...}.
Donde los elementos de A; mantienen la siguiente recursion:
ai+1 = 2a1; + 1, ap = 1.

Cada elemento de este conjunto es igual al sucesor del doble de su anterior. Ademads, es
claro que es un conjunto infinito numerable, ya que existen infinitos Cy y cada uno tiene
un primer elemento.

Ahora construimos el siguiente conjunto, A,, tomando el segundo elemento de cada C;.
Esto es equivalente a sacar de los conjuntos originales el primer elemento ya utilizados en A
y volver a tomatrle el primer elemento. Esto es algo que puede realizarse sin inconveniente
de forma recursiva.

Ay =1{2,1,8,16,32,...}.
Donde sus elementos mantienen la siguiente relacion:

ag ;1 = 2ag, a1 = 2.

Obtenemos un nuevo conjunto numerable donde cada elemento es el doble de su anterior.

Al formar el tercer conjunto, debemos tomar el tercer elemento de cada uno de los C;.
Observamos directamente que C no tiene tercer elemento, con lo cual comenzamos por el
conjunto siguiente, Ca, que es el primer conjunto que tiene tercer elemento.

Ay = {5,9,17,33,.. .}
ag;y1 = 2a3; — 1, ag1 = 5.

En este caso, cada elemento se genera a partir del anterior duplicdndolo y restando 1.

Siguiendo de esta manera:
Ay ={6,10,15,34,.. .}

a471'+1 = 2a471' — 2, a471 =6.
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Para el caso siguiente, hay que notar que los dos primeros Cy no cuentan con quinto
elemento por lo que el primer elemento de A5 pertenecera a Cs, el primero de estos
conjuntos que tiene un quinto elemento, el 11.

As = {11, 19,35,67,...}
asi+1 = 2as5; — 3, as1 = 11.

Queda claro de qué forma continuar nuestra construccién y, ademads, que la misma se
puede hacer tomando como base cualquier ntimero mayor que 1, en vez de base 2 como
hemos elegido para mostrar el proceso de construcciéon. Mas adelante, nos centraremos
en analizar la cantidad de formas diferentes de realizar esta tarea. Por construccién , se
cumple que:

(3.1) N=|JA4, AunAp=2, n#n y Vn|Ad|=|N=y
n=1

Es facil probar que cada nimero natural pertenece s6lo a uno de los A,,. Esto se debe a
que cada natural pertenece a un tnico C; (son disjuntos) y que dentro de ese conjunto
puede ocupar una sola ubicacién, la n-ésima. Cuando mostremos el caso general, se vera
que debido a cémo se calcula el n asociado con cada ntimero natural, tener el mismo n
genera una relacion que es reflexiva, transitiva y simétrica, es decir, genera una relaciéon de
equivalencia.

Por lo tanto, tenemos a los ndmeros naturales separados en una cantidad numerable de
conjuntos disjuntos cada uno equipotente con N. Esta particién de los naturales es un ejem-
plo de lo que llamamos particion doblemente numerable (PDN) y tendra su correspondiente
relacién de equivalencia asociada.

Volvamos al Hotel de Hilbert. Si llegaran simultdneamente numerables contingentes
cada uno numerable (como en el dltimo caso brindado en la seccién 2), tenemos de qué
manera asignar una pieza a cada persona. Esta manera, no sélo es una alternativa diferente
a la solucién clasica mostrada, sino que genera infinitas alternativas equivalentes mas.
Indexamos con n al contingente en cuestion, asignémosle la clase A,, junto con un indice
i que denote su posicion dentro del A,,. Como existird un tinico natural asociado a cada
par (n, i), cada individuo contara con su propia pieza. Cada persona pertenece a un tinico
contingente, lo que determina univocamente el n, y tiene un orden dado (i) dentro del
mismo, que también es tinico. Por lo tanto, cada persona tiene un tinico par (n, 7). Si el hotel
ya estuviese ocupado en su totalidad cuando llegan los infinitos contingentes de turistas,
entonces dejamos libre todas las piezas impares (con el ardid clédsico del problema) y
realizamos la particién mostrada sobre los impares.

Antes de pasar a explicitar el formalismo recursivo que fundamenta esta particion, ya
podemos notar que nos hemos creado un ejemplo particular de numerables conjuntos
disjuntos de a pares, cada uno numerable, cuya unién es numerable (ya que su unién
es el conjunto N). Tenemos a mano un ejemplo concreto para mostrar cuando estemos
comenzando a explicar temas sobre cardinalidad transfinita. Con el ejemplo clasico del hotel
de Hilbert, quedaba a la vista que la unién de dos conjuntos numerables era otro conjunto
de la misma cardinalidad, pero ahora podemos mostrar un ejemplo que se compromete
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con una cantidad numerables de los mismos. Por supuesto, que esto es sélo un ejemplo en
particular, pero explicita una propiedad interesante de los conjuntos numerables.

§4. Formalizacién del problema

Vamos a mostrar la funcién recursiva que asigna de forma biunivoca un n y un i a cada
numero natural x. El n determinara a qué clase (A,,) pertenece y el i designara su posicion
dentro de la misma. Esto es, dado # € N, asignaremos una tnica clase A,, y dentro de
esta clase numerable, la posicion i-ésima. Esta serd una forma posibles, entre muchas, de
asignar biyectivamente un par (n, i) a cada  natural, lo que muestra la relacién que guarda
el problema de generar particiones doblemente numerables (y unir numerables conjuntos
disjuntos) con el de biyectar N con N x N.

Todo niimero natural  mayor que 2 se puede acotar de la siguiente manera (el caso
xr = 1y x = 2 no generan inconveniente, ya que sabemos cémo ubicarlos):

m+1

(4.1) i2j<x§ > .
=1 =1

La condicién anterior puede expresarse equivalentemente como
omtl 9 < g <omt2 9
Utilizamos maés la primera forma al hacer los célculos siguientes porque evidencia mejor

el razonamiento secuencial y constructivo que utilizamos.

Segtn la ecuacién (4.1), cada natural define de manera univoca un m. Puede verse que
¢ =m + 1, donde / es el subindice de los conjuntos C; del principio. Definimos el ntimero
n de la clase A,, asociada con z de la siguiente manera:

(4.2) Tl:QZ—ZQj:x—(2m+1_2):x_2m+1+2’
j=1

donde m esta determinado por la ecuacién (4.1).

Veamos un ejemplo: si x = 17, entonces
24+44+8<17<2+448+16.

Usando (4.1) tenemos que m = 3y £ = 4. Con (4.2) calculamos que n = 17 — 2% +2 = 3.
Por lo tanto, 17 € A3, resultado que concuerda con nuestra definicién de As. Falta ahora
que determinemos qué ubicacién ocupa dentro de esta clase. La ubicacién i-ésima dentro
de A,, viene dada por:

rT—n+2
13 o (Y
( ) ! 092 an71—n+2 +
Donde a,, es el primer elemento del conjunto A,, y viene dado por:
k
(4.4) any=n+Y 20 =21 4pn_2
j=1
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Donde k debe satisfacer:
(4.5) ok < p < 2k FL
El ndmero £ puede ser nulo o negativo (—1). Sin = 1, entonces k = —1:
ke{-1,0,1,2,3,4,5,.. .}.

Esto no genera problema en la ecuacién (4.4) (al calcular el primer elemento de ese
conjunto) si tomamos la convencién de que el resultado de la sumatoria es nulo cada vez
que el indice superior es menor que el inferior. Veamos ahora el funcionamiento completo
de este procedimiento algoritmico. Supongamos tener x = 131 y veamos qué ubicacién le
corresponde dentro de su clase A,, correspondiente. Primero debemos obtener el n con las
ecuaciones (4.1) y (4.2):

24+4+8+16+324+64<131 <24+44+8+16+324 64+ 128

entonces
m=6 y n=131—-126 = 5.

Es decir, 131 € As. Usando las ecuaciones (4.3), (4.4) y (4.5) calculamos el i asociado. Por
(4.5) tenemos:

2 <5< 2%
Concluyendo que k = 2. Usando este k en (4.4):

2 -
a1 =5+ 2 =11
j=1

Con lo que obtenemos el primer elemento de esta clase de equivalencia. Finalmente, por

(4) llegamos a:
131 -5+2

i=lon (5 y) 117

Por lo tanto, 131 es el quinto elemento de As. En relacién al hotel, nuestro resultado dice
que al quinto turista del contingente ntimero 5 debemos asignarle la pieza namero 131.
Aunque de esta manera lo que hicimos fue asignar una habitacién a un turista, podemos
hacer el procedimiento inverso como mostraremos a continuacién. Si quisiésemos, por
ejemplo, ver qué pieza asignar al sexto turista del contingente 3, lo que tenemos que hacer
es ver qué numero natural ocupa la posicién 6 en As. Debemos calcular el primer elemento
de esta clase y luego recursivamente los demds elementos a través de la recursién que
caracteriza a Az, en este caso, al doble del elemento anterior tomarle sucesor. La relacién
general de recursion que se encuentra detras de todos los A,, es la siguiente:

(4.6) aniv1 = 2lany — (n —2)(2° — 1).

Donde tanto n como i se toman a partir de 1 y cada a,; se calcula segtin (4.4). Esta
funcién es la inversa de la que a cada z le asigna un par (n, 7). Veamos que esto se condice
con los primeros A,, que mostramos al comienzo. Si n = 1, entonces

G1,i+1 = 2Z‘al,l +(2' = 1).
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Que genera la sucesién 1, 3,7, 15, ... a partir de su primer elemento, a;; = 1.Sin = 2,
i
a1 = 2'ag.

Paran = 3,
asi+1 = 22613’1 - (2Z — 1).
Y de esta manera puede corroborarse para el resto de los nimeros.

Volviendo al hotel, estdbamos interesados en ver qué habitacion darle al sexto integrante
del contingente 3. Calculemos primero a3 ;. Segtn la ecuacién (4.5),

2l « 3 <22

implica que k£ = 1. Entonces, por (5):
1
CL371 :3+ZQJ :5
j=1
Y finalmente obtenemos (por (4.6)):
azg=2°-5—(2° — 1) =129.

Por lo tanto, le otorgaremos la habitacién 129 al viajero en cuestion. Llegado este punto,
queda a la vista que el razonamiento que hemos hecho puede realizarse usando otro
nimero como base, es decir, podrfamos realizar un procedimiento analogo tomando desde
el principio los C; con longitudes que sean potencias de 3 (no deben ser necesariamente
potencias). Cualquier ntimero natural mayor que 1 cumple el objetivo. También puede
probarse que podriamos usar como base niimeros racionales, como por ejemplo el 3. Estas
alternativas las analizaremos més adelante. Aunque estamos relacionando las PDN con el
Hotel de Hilbert, tenemos también como objetivo generar tantos ejemplos como podamos
(de forma recursiva) de colecciones numerables de conjuntos numerables y disjuntos cuya
unién sea numerable. Los A,, cumplen este objetivo para cualquier base que sea mayor
que 1 (no decimos que esto no pueda realizarse con niimeros menores, sélo que nuestro
procedimiento estd pensado par bases mayores). Algo esencial para nuestro procedimiento
es que la suma de las longitudes de los conjuntos Cy no esté acotada. Por lo tanto, tenemos
al menos numerables ejemplos, que podemos generar de forma efectiva, que muestran
esta propiedad de los conjuntos numerables con respecto a la cardinalidad de su unién.
La relaciéon de equivalencia que esta detrds de todas estas particiones, al margen de la
base que la genere, es la siguiente: dos naturales x,y estin relacionados si y sélo si pertenecen
al mismo A,,, es decir, si tienen asociado el mismo n en (4.2). Tener asignado el mismo n se
prueba que es una relacién reflexiva, simétrica y transitiva.

Mostraremos ahora las ecuaciones que caracterizan a la particién asociada a base igual
a 3 para explicitar otro ejemplo de esta forma de razonar.

Las ecuaciones que determinan el nimero natural asociado con n e ¢ dados son:

nit1 = 3'an1 — 2(2n —3)(3" - 1),

k
any=n+Y 3, 3" <n<3
j=1
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Estas ecuaciones generan la particién siguiente:
Ay ={1,4,13,40,...}
Ay ={2,5,14,41,...}
A3 ={3,6,15,42,...}
Ay ={7,16,43,124, ...}
As = {8,17,44,125,...}

Para una base b € N \ {1} las ecuaciones son:

: b —1
tnip1 = b'ap = ((b—1)n - b>(b_71>’

k
aml:n—i-ij, b < < bRt
=1

En la siguiente pagina puede descargarse el programa que realiza la particion
correspondiente en base 2. Dado un z natural, asigna los correspondientes n
e 7, ademds de mostrar algunos elementos del A,, en cuestién, y si se ingresa
el par (n, i), devuelve el natural que corresponde segtin nuestras ecuaciones:
https://drive.google.com/file/d/0B-rDGOh8gCl120E1RJE5BVGhaclE/

view
§5. Cardinalidad de las PDN

Como hemos probado en la seccién anterior, tenemos al menos una forma de realizar
estas particiones por cada nimero natural mayor o igual que 2, es decir, existen al menos
numerables particiones de los niimeros naturales en numerables clases, cada una numera-
ble, disjuntas de a pares. Ademads, en los naturales estas particiones se pueden generar de
forma algoritmica. Veamos ahora que, en realidad, existe una de estas particiones por cada
ntmero real mayor que 1. Puede apreciarse en las construcciones mostradas que no hemos
utilizado propiedades de la base que sean propiamente exclusivas de los nimeros natura-
les. La tnica propiedad indispensable es que los naturales queden incluidos en la unién
de todos los C, que estos conjuntos sean disjuntos, y que en la sucesién de las longitudes
Cy sea estrictamente creciente (aunque si en vez de estrictamente creciente pidiéramos
que fuera no acotada, podriamos aplicar el método con pequefias modificaciones). Para
explicitar un poco esto, realizaremos la siguiente construccion.

Si mostramos que existe una PDN por cada ntiimero real mayor que 2, entonces habra
al menos tantas PDN como nimero reales, ya que el conjunto [2,4+00) es equipotente
con R. Sin embargo, nuestro procedimiento efectivo general para generar PDN puede
aplicarse para cualquier niimero real mayor estricto que 1. Por esto mismo, el ejemplo
que presentaremos al terminar la siguiente construccién toma como base /2. Tomar una
base mayor o igual que 2 simplemente sirve para visualizar mejor el proceso, ya que las
potencias de 2 crecen de una forma rdpida y esto produce que entre una potencia y la
siguiente siempre exista al menos un natural facilitando el procedimiento de calculo.
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Sear € R, tal que 2 < r. Definimos los Cy de la siguiente forma:
Cp = [, rh), 1<2
Entonces,

NclJc, cCancr=2, (£
=1
Los A,, los definimos como

(5.1) Ap={zeN:z—r"4+1=n2e€C, 1</}

Donde |- | denota la funcién parte entera. Todos los A,, a partir de un momento (a partir
de un /) tienen exactamente un elemento de cada Cy, lo que significa que cada uno de
estos conjuntos es numerable. También es facil ver que son disjuntos de a pares. Para
mostrar que cada real mayor o igual que 2 genera una particién diferente, hay que ver que
dados dos reales cualesquiera, r y 7/, sus potencias difieren en al menos una unidad a partir
de un momento. Si esto pasa, a partir de ese momento, los C; se distinguiran de los Cy y
esa diferencia repercutira (por definicién) en los A,, (a partir de un momento). En otras
palabras, aunque dos nameros reales r y 7’ sean muy cercanos, existird una potencia natural
ng a partir de la cual la diferencia entre " y (r)"0 serd mayor que 1. Y esto garantizara
que exista un natural entre ambos.

También podriamos preguntarnos, ;jtodo niimero natural pertenece a algiin A,,?

Veamos esto detenidamente. Como N C Uj2, C y los Cy son disjuntos, dado un niimero
natural n;, existe un ¢, tal que ny € C;, = [rél_l, rfl). Formemos ahora el siguiente
numero natural n,

n=[n — rgl_l] + 1.
Mirando la ecuacién 5.1, vemos que los niimeros ¢1, n conducen directamente a que n; € A,,.
Con lo que queda probado de qué manera calcular el tnico A,, al cual pertenece cualquier
natural.

Mostraremos, como bien habiamos ya anticipado, un ejemplo de aplicacién con una
base mayor que 1, pero menor que 2. Tomemos r = /2 y veamos qué particion de los
naturales nos genera esta base.

Primero generamos los Cy.

Cp =2, vah = [1,v2), Oy = V2 V2 = [V2,2),
Oy = [V2',2V2) = [2,2V/2), Oy = 2v2,v2Y) = [2v2,4),
Cs = [V2',4V2) = [4,4V2), Cs = [4v2,v2") = [4v/2,8), . ..

Observacion: El inconveniente que trae una base mayor que 1, pero menor
que dos, es que podemos tener algunos C;, Cs en este caso, que no tienen
ningtin natural. Son conjuntos superfluos para el método.

Por lo tanto,
Ar={zeN:[z-v2 J+1=1,2€0C, 1<}
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Para cada valor de [ natural, obtenemos como maximo un elemento para A;. Puede pasar
que para algtin [ no haya ningtin nimero natural que pertenezca a A; como bien observa-
mos anteriormente. En este caso, Cy no tiene ningun natural, por lo tanto no aportara en la
construccién de ninguno de los A,,. Con lo cual nos queda

Ar={1,2,3,4,6,8,12,16,23,...},
Av={zeN:|[z—v2 +1=20eC, 1<t =1{570913,17,24,.. .,
Ay={zeN:[z—-v2 1+1=38 2eC, 1<t} ={10,14,18,25,...}.

Y de esta manera se puede continuar para todo niimero natural.

En los modelos estdndar de los ntimeros reales, siempre tenemos asegurado que dos
numeros reales distintos tengan potencias diferentes a partir de un momento, y que esta
diferencia sea mayor que 1 garantizdndose la buena definicién de nuestra particion. Esto es
una consecuencia del binomio de Newton y de la Arquimeneidad de los reales (estandar)
(Fava y Z6, 2013; Stein y Shakarchi, 2007).

Si tenemos dos nimeros reales r, ' tan cercanos como se quiera. Entonces,

r=r+4+e €>0.

Y por el binomio de Newton, tenemos entonces:

m

nm __ m o _ m! m—k _k
(" =r+em = Zk!(m—k‘)!r €
k=0
_ m m! m—1 S m! m—k k
T 6+;k!(m—k)!r <
Para cualquier ¢ fijo dado (y r mayores que uno), el término (mL_!l)!rm_le puede hacerse, a

partir de un cierto my, tan grande como se desee. Esto se debe a la propiedad de Arquime-
diana nombrada. Por lo tanto, a partir de un momento este término supera la unidad y se
obtiene lo deseado, ya que el resto de los términos son todos positivos.

Observacion: Dentro de los modelos no estdndar de los reales, los elementos
pertenecientes al halo de cada real podrian no cumplir con lo anterior (ver
(Cobillén, 2015)).

Por lo tanto, este método permite ver que la cardinalidad de las PDN es mayor que la de
los naturales. También podemos ver que no puede superar el cardinal de los reales, ya que
cada una de estas particiones pertenece a Pyum (Prum(N)), donde

Prum(N) = {A CN: |A] = [N[}.

Se puede probar (usando AE) que las partes numerables de los naturales tienen la potencia
del continuo. Por otro lado, las partes numerables de los reales también tienen la misma
potencia. Por lo tanto, la cantidad de PDN no puede ser mayor que la cantidad de reales.
Hemos probado que estas particiones de los naturales tienen la potencia de los niimeros
reales.

Antes de terminar la seccién, podria ser de interés presentar una prueba, hasta donde
nosotros sabemos, original de uno de los resultados que acabamos de nombrar: Que
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las partes numerables de los naturales tiene la misma potencia que las partes de los naturales.
Presentamos la prueba como apoyo a nuestros razonamientos. La realizaremos para un
caso general que incluye el caso de los nimeros naturales.

Observacion: El resultado obtenido brinda una forma alternativa de caracteri-
zar a los conjuntos infinitos, que se prueba equivalente a las deméds definicio-
nes si se utiliza AE.

Definimos
Pmaz(A) ={D C A:|D| = |Al}.

Teorema 5.1. Sean A, B, C conjuntos, tales que A= BUC, BNC = @y |A| = |B| = |C].
Bajo estas condiciones, |Ppaz(A)| = |P(A)].

Esté claro que esto se cumple en el caso particular de los naturales, ya que la particién en
pares e impares sirve para cumplir las condiciones del teorema y, por otro lado, sabemos
que las partes numerables de los naturales son equipotentes con las partes de los naturales
(ambos conjuntos tienen la cardinalidad de los reales).

Demostracion. Comencemos formando el siguiente conjunto:
{FuC:F C B}.
Claramente pasa que
{FUC : F C B} C Pra(A),
ya que la cardinalidad de F'U C es igual a la cardinalidad de C.

Observacion: Esto es debido a que C tiene la cardinalidad del conjunto A (que
es la maxima posible para el caso). El conjunto C' es unido a cada F' de forma
intensional para que cada elemento de { FUC : F' C B} tenga la cardinalidad
maxima (y de esta manera pertenezca también a Py, (A)). Por otro lado, este
conjunto tendrd tantos elementos como conjuntos posibles haya en B, uno
por cada F'. Para garantizar lo anterior, necesitamos una de las consecuencia
del teorema (CSB)(2.5), més precisamente una versién mds débil de (CSB)
(debida a Dedekind) que dice que si A es equipotente con un subconjunto
de C"y C' C A, entonces C’ es equipotente con A.

Por lo tanto, si se da la inclusién anterior, tenemos que
KFUC: F C B} <|Pna(A4)|

Por otro lado, por construccién, este conjuntos tiene exactamente un elemento por cada
subconjunto de B, con lo cual tenemos que

P(B)| = {FUC: F C B} < [PuaalA)].
Y como Ay B son equipotentes, entonces

[P(A)]=[P(B)| ={FUC:F C B} < [Pma(A)]
De la cadena anterior puede concluirse que

[P(A)] < [Pmaz(A)]
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Pero por definicién de Pp,q, se tiene que
[ Prmaz(A)] < [P(A)].

Utilizando la antisimetria de la relacién tener cardinal menor o igual que, justificada por el
Teorema 2.5 (CSB), y juntando las tltimas dos desigualdades, obtenemos

’Pmaw(AN = ‘P(A)’ ’
como querfamos ver. O

Para el caso particular de los nimeros naturales, nuestro resultado se expresa como
’Pnum(N)‘ = ‘P(N)’ = 2%,

Siempre que un conjunto dado pueda disjuntarse en (al menos) dos conjuntos equipotentes,
entonces los conjuntos de maxima cardinalidad son aquellos que aportan a la cardinalidad
del conjunto de sus partes. Lo que caracterizaria desde este punto de vista a los conjuntos
infinitos seria la siguiente propiedad:

| Prmaz(A)| > Al

Esto dltimo significa que la cardinalidad de las partes maximas pasan de tener una cardi-
nalidad igual a 1 (para todos los conjuntos finitos) a tener una cardinalidad 2™ (para los
conjuntos no finitos) sin escala intermedia. Esta propiedad caracteristica de los conjuntos
infinitos se prueba equivalente a las demds definiciones de infinitos (usando AE). Este
resultado es de importancia para nosotros porque se basa en la propiedad fundamental de
poder generar una particion dada. Ademas, si quisiéramos aplicar el mismo procedimiento
utilizado con los naturales para el caso de un conjunto numerable general, el resultado
obtenido sobre la cardinalidad de sus partes maximas puede ser de importancia a la hora
de probar cudntas particiones diferentes podemos generar. En contraposiciéon con la pro-
piedad mostrada sobre las partes numerables de los Naturales, podemos nombrar que si
en lugar de quedarnos con los subconjuntos infinitos (numerables) de N, tomadramos s6lo
los finitos, entonces la cardinalidad de sus partes finitas, es decir, Py;,(N) seria la misma
que la de los nimeros naturales. En otras palabras, existen tantos subconjuntos finitos
de naturales como naturales mismos, pero existen mas subconjuntos infinitos de N que
numeros naturales. En ecuaciones,

‘Pnum(N)’ = ‘P(N)‘7 ‘,me(N)’ = ’N‘

Vamos a dejar para un préximo trabajo la cuestién de bajo qué condiciones pueden darse
pruebas de equivalencia entre la siguiente definicién de infinito, motivada por el Teore-
ma 5.1, y las definiciones més utilizadas en la literatura.

Definicion 5.2 (Version 1). Un conjunto X es infinito si y s610 si |Prqez(X)| > | X]|.
Definicion 5.3 (Version 2). Un conjunto X es infinito si y s6l0 si |Praz(X)| > 1.
§6. Una aplicacién interesante

Cuando usamos la ecuacién (5.1) para el caso de particiones generadas por reales,
nos importé que todos los naturales quedaran distribuidos en las diferentes A,,, por eso
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usdbamos la parte entera en la definicién. Vamos a variar ahora ligeramente la definicién de
los A,, para incorporar el caso real. Dado un r fijo mayor que uno, definimos los conjuntos
Cy como antes:

Cp = [ 1,1, leN.
Entonces,

R>1 C UCg, CinNnCy =@, 5755/.
=1
Para cada d € R, definimos A4, como

(6.1) Ag={ze€Rsy : x—rPl=dy zecCy}

Por cada Cy puede existir a lo sumo un z cuya distancia al primer elemento del C; al que
pertenece (z — r°~1) sea exactamente d. A partir de un cierto momento, todos los C; tienen
un elemento que cumple esa condicién, por lo tanto cada A; es numerable. También puede
probarse que ningtin « puede pertenecer a mds de un Ay (si r se encuentra fijo) y que todo
real mayor que 1 pertenece a alguno de los Ag.

Si un x perteneciera tanto a A; como a Ay (con d y d’ distintos), entonces
estaria a distancia d del primer elemento de algan Cy, al cual pertenece,
y también a distancia d’ del primer elemento de un Cy, al cual también
pertenece. Pero como los C; son disjuntos, este no puede ser el caso. Por otro
lado, como todo real mayor que 1 pertenece a un tanico Cy, la distancia al
primer elemento de ese conjunto determina de forma univoca el A4, al que
pertenece.

Los Cy forman una particién de los R>; en numerables conjuntos donde cada uno es
equipotente con los reales. Los A, forman una particién del mismo conjunto, pero en un
continuo de conjuntos, identificados por d, donde cada uno es numerable. Las particiones
del estilo C; sirven de ejemplos para la proposicién que dice que la unién numerable de
conjuntos con potencia del continuo da como resultado otro conjunto cuya cardinalidad es el
continuo. Las particiones del estilo A, pueden servir de ejemplos de que la unién continua
de conjuntos numerables tienen la cardinalidad del continuo. Que la cardinalidad de las
partes numerables de los reales sea igual a la cardinalidad de los reales est4 en total acuerdo
con lo que mostramos con este ejemplo.

§7. Comentarios finales

Las particiones doblemente numerables de los ntimeros naturales se presentan como
un método algoritmico efectivo a la hora de generar multiples ejemplos de conjuntos
numerables y disjuntos cuya unién es numerable. Se probé que existen tantas particiones
de estas como niimeros reales y se explicité un método efectivo para construir una PDN
por cada natural mayor que 1. Hemos presentado un ejemplo de programa que realiza esta
tarea en el caso particular de base igual a 2. Su utilidad a la hora de resolver problemas de
cardinalidad ha quedado a la vista con algunos ejemplos y se mostr6 eficiente para resolver
variantes potenciadas del Hotel de Hilbert . Queda pendiente para futuras investigaciones el
rol que estas particiones puedan jugar definiendo posibles modelos para los nimeros reales
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como asi también la relacién directa que guardan con los ntimeros reales (no estandar)
ilimitados.

Estamos muy agradecidos con Rafael Grimson por sus sugerencias y
recomendaciones cuando la idea se estaba gestando. También queremos agradecerle al
revisor anénimo, su experticia ayudé a dejar més claro y completo el presente articulo.
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