C,Sabias que... por Leandro Cagliero y Ricardo Podestda

dado un triangulo acutangulo T, el triangulo inscripto en T de menor perimetro
es el determinado por el cruce de las alturas de T con los lados de T?

En 1775, Giovani Fagnano planteé el problema de encontrar el triangulo de
menor perimetro inscripto en un triangulo acutangulo dado T'. La solucion esta
dada por el triangulo 6rtico o podal P de T, que es el triangulo formado por los
pies de las alturas de T, es decir, los puntos de interseccion de los lados de T con
las perpendiculares a los lados que pasan por los vértices de T. En la imagen, el
triangulo T = /A ABC tiene triangulo podal P = /\abc.

i

La solucion fue hallada por el mismo Fagnano [2] usando métodos analiticos
(calculo) y un resultado intermedio debido a su padre Giulio Carlo. Luego
aparecieron algunas pruebas geométricas, entre ellas las de Schwarz, Fejér,
Kazarinoff, Coxeter, etc. Estas pruebas usan las propiedades geométricas de las
reflexiones para determinar algin camino minimal que representa el perimetro.
También existen pruebas que usan trigonometria.

La demostracion geométrica que daremos a continuacion se basa en la version
de la prueba de Schwarz presentada en el libro de Coxeter y Greitzer [1] la cual
utiliza la siguiente propiedad del triangulo podal P, que el mismo Fagnano probo
en [2] (y que omitiremos):

las bisectrices de los angulos del triangulo podal P son las alturas del
triangulo original T'.

« Consideramos el triangulo T = A ABC donde tenemos dibujado el triangulo
podal P con lados a,b,c y algunos angulos. Reflejamos T por la recta BC
obteniendo A BA’C. En la Figura 1 se puede ver la situacion.
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FIGURA 1. Triangulo T y su reflejado por la recta BC.

Veamos primero que si b’ es el segmento reflejado de b con respecto a la recta
BC, es decir ¥’ = S4e(b), entonces:

( los segmentos ¢ y b’ quedan alineados (forman un angulo llano). J

Para demostrar que ¢ y b’ estan alineados basta probar que f+y +6+¢ = 180°.
El hecho de que P sea podal nos dice que

a+p=y+6=90°

asi que solo resta probar que g + ¢ = 90°.

Al reflejar el segmento b con respecto a la recta BC se forma el angulo ¢ que,
por la reflexion, es igual a 6. Ademas, la propiedad implica que g =y, y por lo
tanto a = 6. De este modo f+¢ =+ 6 = f+ a =90°, como queriamos probar.

« Ahora vamos a probar que P es el triangulo inscripto en T de perimetro
menor. Para ello, dibujamos otro triangulo inscripto arbitrario Q con lados u, v, w
y queremos probar que el perimetro de P es menor que el de Q.

Reflejamos el triangulo T y los triangulos inscriptos P y Q sucesivamente a
lo largo de los lados BC, AB, AC, BC y AB, obteniendo la Figura 2. De este
modo obtenemos 6 triangulos grandes (5 nuevos congruentes a 7). Aclaramos
que, para no recargar la notacion en la Figura 2, llamamos de igual modo a los
puntos o segmentos que van resultado a partir de los originales a través de las
5 reflexiones realizadas.

Lo primero que observamos en la Figura 2 es que, la poligonal punteada
roja, que va desde S, hasta S5, esta formada por el segmento w original, el ler
reflejado v, el 2do reflejado u, el 3er reflejado w, el 4to reflejado v y el Sto reflejado
u. Asi concluimos que:
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FIGURA 2. Triangulos T y P y sus sucesivas reflexiones.
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la longitud de la poligonal roja S,S5 es igual al doble del perimetro
de O.

De igual modo, la poligonal punteada gris, que va desde R, hasta Rs, esta
formada por el segmento ¢ original, el ler reflejado b, el 2do reflejado a, el 3er
reflejado ¢, el 4to reflejado b y el 5to reflejado a. Pero en este caso, aplicando
repetidas veces la propiedad (2), vemos que esta poligonal gris es en realidad
igual al segmento R, Rs.

Resumiendo lo observado, concluimos que:

( la longitud del segmento gris RyR; es el doble del perimetro de P. J

Afirmamos ahora que el segmento original AC y el segmento final AC son
paralelos. Para ello miremos la sucesion de segmentos

AC — ler AC — 2do AC = 3er AC — 4to AC — 5to AC

que fueron construidos a partir del original AC (el 2do y 3er AC coinciden
pues ahi se reflejo con respecto a AC). Resulta que si bien los segmentos
fueron construidos reflejando, también podemos pensar que fueron construidos
rotando el doble del angulo que cada segmento forma con el eje de reflexion. Asi,
si consideramos la orientacion antihoraria como positiva, la sucesion puede ser
construida asi:

- Reoe _ R4 _ _ Re ae _ Ry 24 _
AC —— ler AC —— 2do AC =3er AC —— 4to AC —— 5to AC

(aqui Ry, indica la rotacién de centro X y angulo orientado 0). Vemos que la
suma de los angulos orientados que fueron utilizados para ir desde el AC original
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hasta el quinto AC da cero. Esto implica que el AC original y el quinto AC son
paralelos (uno es el trasladado del otro).

De este modo, el segmento R,S, en el primer AC es congruente y paralelo al
segmento RsSs en el quinto AC y, por lo tanto, los vértices R, Rs, Ss, .S, forman
un paralelogramo 7R, R;sSsS,. Esto implica que RyRs = .5,Ss. Combinando esto
con obtenemos:

( la longitud del segmento S,S5 es el doble del perimetro de P. J

Ahora, por (3), sabemos que el doble del perimetro de Q es la longitud de la
poligonal roja, que es mas extensa que el segmento 5,55 que cuya longitud es el
el doble del perimetro de P, de donde es inmediato deducir que el perimetro de
P es menor que el perimetro de Q, como queriamos ver.
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