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Editorial

principios de marzo dio comienzo un nuevo ciclo lectivo luego de un afio

escolar que muy probablemente haya sido, para las instituciones educati-
vas, el mas dificil de la historia reciente. En este nuevo afio los desafios educativos
se renovaran y seran nuevamente muy demandantes, lo que impulsa a toda la co-
munidad docente a sacar a relucir el brillo y la vocacién que tiene, aprovechando
al maximo la creatividad y los recursos disponibles para que el impacto en los es-
tudiantes de todos estos cambios forzados por la pandemia sea el menor posible.
Mas que nunca es muy importante transmitir entusiasmo y optimismo a los estu-
diantes para que no permitamos que el desinterés, que a veces es desanimo, deje
huellas demasiado profundas.

Hablando de optimismo, celebramos que la Dra. Alicia Dickenstein, profeso-
ra titular de la FECyN de la UBA e investigadora superior del Conicet, haya sido
galardonada con el premio L’Oreal UNESCO para Mujeres en Ciencia por “su
destacado trabajo en la vanguardia de la innovaciéon matemdtica, explotando la geometria
algebraica en el campo de la biologia molecular”. Alicia tiene una muy destacada la-
bor cientifica que es inspiracién para jévenes generaciones de chicos y chicas que
suefian con trabajar haciendo ciencia. Entre sus aportes para la ensefianza de la
matematica destacamos Matemax, un libro de problemas de la vida cotidiana pa-
ra estudiantes de comienzos de secundaria, que originalmente fue publicado por
Coquena en 1994 y, muy recientemente, en coautoria con Juan Sabia, ha sido re-
publicado por la American Mathematical Society. En este niimero, Adridn Paenza
nos comparte una semblanza muy humana de ella.

Ademas, en este nimero, contamos con cuatro articulos. Tres de ellos nos pre-
sentan aportes para la ensefianza. En Las demostraciones dindmicas del Teorema de
Pitdgoras los autores nos presentan un estudio y seleccién de algunas demostra-
ciones de este importante teorema desde la perspectiva del uso de software libre
de geometria dindmica, discutiendo posibles agregados o modificaciones y sefia-
lando el nivel educativo para el que estan orientadas.
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4  Editorial

En Reflexiones acerca de la definicion de radicacion y su relacion con la construccion de
nuevos conceptos los autores repasan las definiciones de varios conceptos relacio-
nados con la radicacién. Al mismo tiempo sefialan la observacion, tanto en estu-
diantes de secundaria como en ingresantes universitarios, de errores recurrentes
en relacion a estos temas, algunos de los cuales estdn presentes en algunos libros
escolares. Los autores enfatizan la importancia de corregirlos y ofrecen un camino
que permite abordar estos conceptos de manera coherente y consistente con even-
tuales aprendizajes posteriores.

En Una construccion de las reglas de cilculo de los niimeros enteros a partir de la ma-
nipulacion de expresiones algebraicas se expone parte de un proyecto conjunto entre
investigadores y profesores de matematica de escuelas secundarias en el que se
analizan las dificultades que estos tltimos observaban en sus alumnos, particu-
larmente en relacion a la manipulacion de los signos en los calculos. Los autores
describen un proceso en el que surgen las reglas de célculo para la suma, resta y
multiplicacién de sumandos y sustraendos apoyadas en los conocimientos de los
ntmeros naturales, donde las expresiones algebraicas tienen un rol fundamental.

Entre los trabajos de matematica, la estadistica est4 presente en el articulo Acer-
ca de la Moda. Alli el autor comienza haciendo una breve introduccién a las medi-
das de tendencia central para luego enfocarse en la moda y particularmente en la
construccion de la férmula para la moda en datos agrupados. Esta construccién
se realiza a través de una relacion de proporcionalidad que involucra la frecuencia
del intervalo modal y la de los intervalos adyacentes.

Ademas, en una nota editorial, Juan Carlos Pedraza nos deleita con un paseo
que comienza analizando el extrafio fenémento de cierta especie de cigarras que
aparecen cada 17 afios en el este de EEUU (y que lo hardn en mayo de este afio)
y cémo este suceso inspir6é a Bob Dylan; para luego terminar ddndonos detalles
sobre el Problema del Milenio del Instituto Clay que involucra la funcién zeta de
Riemann.

Como siempre, contamos con las propiedades divertidas del ntimero 2021, un
(sabias qué...? y los problemas para pensar.

Leandro Cagliero

Norta: Es muy importante para la RevEM contar con la colaboracién de ustedes a través del envio de contribuciones de
calidad para publicar. Solicitamos enviar los articulos preferentemente a través del sistema en la pagina web, pero si tienen
inconvenientes pueden hacerlo a la direccién de correo electrénico que figura abajo.

https://revistas.unc.edu.ar/index.php/REM/index

revm@famaf.unc.edu.ar
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Curiosidades del 2021

Todos los niimeros tienen alguna curiosidad, aqui compartimos algunas del 2021.

El 2021 no sélo es la yuxtaposicion de dos enteros consecutivos (20 y 21) sino
que también es el producto de dos primos consecutivos (43 y 47) que a su vez se
escriben jcomo sumas de enteros consecutivos! Es decir:

2021 = 43 - 47 = (21 + 22) - (23 + 24).

Ademas, el reverso de 2021 es 1202 y tanto la suma como el producto de 2021
con su reverso dan nimeros capictas (palindromos):

2021 + 1202 = 3223,
2021 - 1202 = 2429242.

Maés atin, el cuadrado del reverso es el reverso del cuadrado y tenemos

1202% 4 20217 = 1444804 + 4084441.

Expresiones con los digitos

2021 puede ser escrito con las operaciones elementales en forma ascendente
o descendente (con los digitos o permitiendo también el 10):

2021 =1+2x (3* x (546) +7x (8+9))
=12x (3 x4+5+4+6)x 7489
=(1+2x3+45x6)x74+8x9+10,

2021 = (9X 847+ 6) x 5 x 4+ 321
=(—9+8)x7—6x (5—(4+3)*
=10+9+87+65+43* +1.

También existen expresiones de este tipo usando factoriales o raices cuadra-
das o ambas ;te animds a encontrar una?

Revista de Educacion Matemdtica. Vol. 36 N° 1 — 2021 5



6 Curiosidades del 2021

2021 puede ser escrito usando solo uno cualquiera de los digitos:

2021 = (1+ 1) = (1+1+ 1)1
=(2x2242)-2-2)
=(3— %)% _ 33

=44+ (4+4)x (4" —4)+1
5
—54 (5+5)(55 5)455 15
=6+66x (6x6—6)+6x6—2
=TT 4 7 x (Tx (TxT—T7)=7)
=8Xx (8+8)x(8+8)—8—-8— %
99
=9 —(9+9+9).
La misma representacién usando un tnico digito a:

(aaaaa — a) X (a4 a) +a X aa
a X aa

2021 =

para cualquier a € {1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Usando los mismos digitos en bases y potencias:

2021 = —1° 42" + 37— 6> + 7
=18 -3 4+4%4+5° 6"+ 73481 -9,
y usando ademads digitos consecutivos:
2021 = —1° - 2° 4+ 3° + 4" + 5° - 6"

=0+ 17 4+2° =344 452+ 6" + 77 +8 +9°.

Niimeros primos

Si consideramos los primos menores que 100 y formamos todos los pares
de primos consecutivos (dominds):

(2,3), (3,5), (5,7),..., (83,89), (89,97)
entonces la suma de todos estos pares da 2021. Es decir
2021 = 24234547+ - - + 83 4 89) + 97.
2021 es la suma de 33 maés los primeros 33 nlimeros primos:
2021 =334 p1+pa+ -+ p33 =33+ (2+3+ 54+ 127+ 131 4 137).

Revista de Educacion Matemdtica, Vol. 36, N° 1 — 2021



Curiosidades del 2021 7

Cuadrados, cubos y otras potencias

2021 como suma de 3 cuadrados. Hay 17 formas, y usando al menos un
primo tenemos:

2021 = 2% 4+ 97 + 44?
=42 4+ 182 + 412
= 62 + 7% + 447
= 6% + 317 + 322
= 7% 4 26% + 367
= 12% + 14% + 417
= 14% + 23% + 367
= 17% + 247 + 347
=227 4 24* + 312,

¢Te animas a encontrar las 8 que faltan?

2021 como suma de 4 cuadrados:
2021 = 2% + 21% + 26 4 30%.
2021 como suma de cubos o potencias cuartas:
2021 =1+ 7P+ 7P+ 1P+ 1 +1° +1°
=6 +5' +3t 2 1t 1t 10
2021 como suma de potencias y sumas con los mismos digitos:

2021 = 1% + 442 + 73° + 83! = 18 4+ 442 + 730 + 831
=28+ 412+ 75° + 83" = 28 + 412 + 750 + 831
= -5 + 452 +162° = —51 + 452 + 1620.

Ternas pitagoricas
2021 satisface las siguientes ternas pitagoricas:
20217 + 180% = 2029°
20217 + 434287 = 43475

20212 + 47472% = 475152
20212 + 2042220% = 204222212 .

Revista de Educacion Matemdtica. Vol. 36, N° 1 — 2021



8 Curiosidades del 2021

Cuadrados mdgicos

Un cuadrado méagico de tamafio n es un arreglo de n x n donde se colocan los
nameros 1,2, ..., n% de modo tal que todas las filas y columnas y las 2 diagonales
principales tienen la misma suma. Damos 3 cuadrados magicos 7 x 7 donde las
tilas, columnas y diagonales principales son ntimeros primos palindrémicos.

1 31 1 31 13 71731 T 10T 7T 17
329 9 2 3 33313 3 3 11 1
1952591 736 26 37 7226 2 27
11 1 11 1 706 96 07
1 95 5 9 1 736 6 3 7 7226 2 27
3 2 9 2 3 33313 3 3 11 1
1 31 1 31 1 3 7 73 1 T 17T 7T 17

Revista de Educacién Matemdtica, Vol. 36, N° 1 — 2021
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REFLEXIONES ACERCA DE LA DEFINICION DE
RADICACION Y SU RELACION CON LA
CONSTRUCCION DE NUEVOS CONCEPTOS

Fernando Benitez y Marilina Carena

RESUMEN. En este trabajo presentamos experiencias transitadas por cada uno de los auto-
res en distintos niveles de educacién, referidas a un mismo concepto: la radicacién. Tanto
en diferentes grupos de la escuela secundaria como en ingresantes a la universidad hemos
observado ciertos errores recurrentes de conceptos que luego redundan en dificultades o
contradicciones en la construccién de nuevos objetos matematicos. La repeticién de dichos
errores nos condujo a revisar algunos libros escolares, evidenciando la importancia de la
labor del docente para lograr erradicarlos, desde el cuestionamiento y debate continuo del
material bibliografico, y desde la precisién y consistencia en la presentacién de los concep-
tos.

ABSTRACT. In this work we present some experiences that both authors have witnessed in
different educational levels, regarding the same concept: the nth root. We have observed
certain recurrent errors of concepts, not only in high school students but also in college stu-
dents, that later conduct to difficulties or contradictions in the construction of new mathe-
matical objects. The recurrence of these errors led us to review some school books, where
the importance of the teacher’s work becomes essential to eradicate possible errors, from
the continuous questioning and debate of the bibliographic material, and from the preci-

sion and consistency in the presentation of the concepts.

Introduccion

Quienes estamos en contacto con la Matemadtica, ya sea estudiandola o trans-
mitiéndola, no tenemos dudas acerca de su consistencia, coherencia y su rigurosi-
dad. La entendemos como una construccién constante de conocimientos mediante
razonamientos 16gicos a partir de ciertos axiomas. En esta construccién, una con-
dicién necesaria para la validacién y aceptaciéon de nuevos conceptos y resultados
es que no contradigan a otros presentados y probados previamente.

Palabras clave: Educacion Matematica, Escuela Secundaria, Radicacion.
Keywords: Mathematics Education, Secondary School, nth Root.



10  F Benitez y M. Carena

Sin embargo, en el proceso de transmisién de los objetos culturales de la Ma-
temdtica, encontramos que ciertos conceptos son presentados en algunos textos
escolares de manera que atenta con esa consistencia, coherencia y rigurosidad es-
peradas, generando luego procedimientos algebraicos sin sentido y una inconsis-
tencia entre los mismos objetos matemaéticos, como quedara expuesto a lo largo
del trabajo.

En particular, en este articulo centramos nuestra atencién en contenidos rela-
cionados a la radicacién. Mostraremos, mediante ejemplos, algunas ambigiieda-
des y errores provenientes de ciertos textos escolares, y coémo estos pueden trans-
formarse en obstdculos que generan contradicciones en el aprendizaje de nuevos
conceptos bien definidos. Asi, nos hacemos eco de las palabras pronunciadas en
(Bidart Gauna, Cabral, Cafure, Cambriglia, y Fuentes, 2017):

Entendemos que los libros de textos utilizados en la escuela media son, en
cierto modo, los responsables de difundir estas malas interpretaciones. Esto
nos lleva también a discutir sobre la formacion de profesores: en qué me-
dida los dmbitos de formacion contribuyen a formar ideas erréneas en este
contexto. (p.9)

Si bien los errores o ambigiiedades presentadas en este trabajo no aparecen
cuando se trabaja la radicacién en el campo de los niimeros naturales, los mismos
aparecen inmediatamente cuando se extiende a los ntimeros enteros y, en conse-
cuencia, cuando se trabaja con ntimeros reales. Los textos escolares aqui mencio-
nados corresponden a la operacién en estos dos tiltimos conjuntos numéricos. No
consideramos la radicacién en los nimeros complejos.

El objetivo de este trabajo es aportar observaciones que puedan colaborar en la
labor del docente de detectar dichos errores, debatirlos, corregirlos vy, asi, erradi-
carlos. A su vez, ofrecemos un camino que permita abordar ciertos conceptos de
manera coherente y consistente con eventuales aprendizajes posteriores.

§1. La radicacién

En los primeros afios de la escolaridad secundaria aprendimos que la radicacién
es una operacion en la que intervienen dos niimeros, = y n, llamados radicando
e indice, respectivamente, y que se escribe como {/z. El simbolo / se denomina
radical.

En ese contexto, aprendimos también que si n = 2 se lee “raiz cuadrada de” y
que, por convencion, no se escribe como indice del radical. Por ejemplo, V4 se lee
“raiz cuadrada de 4”. Resulta muy probable que muchas personas no vean nada
erréneo en la siguiente afirmacion:

(1.1) Vi = £2.

Revista de Educacién Matemdtica, Vol. 36 N° 1 — 2021



Reflexiones acerca de la definicién de radicacion... 11

De hecho, en (Sobel y Lerner, 1996, p.38) se enuncia: “;Dijo usted que v/25 = £5?
Si lo hizo, jcometi6é un error muy comuan!”

Aunque este error aparece en libros antiguos como el célebre “Tapia”, atin per-
siste en algunos actuales (ver, por ejemplo, (Covelo y Covelo, 2019, p.14) donde
el concepto se aborda en el campo de los nameros reales; (Pacetti y Bonardi, 2016,
p-19) o (Ferraris y Tasso, 2008, p.35)). En particular, en (Covelo y Covelo, 2019)
se enuncia que v/9 = +3, y se lo reescribe como

V9==z, con|z|=3.

Durante un taller para 25 docentes de escuelas primarias y secundarias, la se-
gunda autora de este trabajo propuso una votacién anénima, en la que debian
colocar un papel en una urna marcando la opcién que consideraban correcta pa-
ra el valor de v/4. Las dos opciones posibles eran v4 = 2 0 v/4 = £2. Por otro
lado, propuso una encuesta a través de la cuenta de Instagram de su cétedra, de
la que participaron voluntariamente 74 estudiantes universitarios de carreras de-
nominadas “exactas”, provenientes de distintas escuelas y ciudades. En ambos
casos, el resultado llamé la atencién: aproximadamente el 60 % voto por la opcion
incorrecta v/4 = +2.

Si bien la cantidad de personas encuestadas es baja como para establecer una
conclusién al respecto o considerar la experiencia como un trabajo estadistico, nos
motivé a abordar el origen de esta concepcién equivocada y de qué manera puede
afectar a la construccién del nuevo conocimiento.

1.1. La definiciéon

Comencemos por mostrar algunos de los obstdculos que pueden surgir como
consecuencia de la aceptacion del error conceptual presentado al comienzo.

Con el objetivo de estudiar la jerarquia de las operaciones, es comiin que se
propongan ejercicios combinados en los cuales se presente la radicacién. Supon-
gamos que se llega a esto con la idea de que la igualdad en (1.1) es vélida y que
se propone, por ejemplo, el siguiente ejercicio combinado:

V4 —2-9-v16 + 3 - V25.

Por supuesto, nunca dudariamos de lo que debemos hacer: separamos en térmi-
nos y operamos. El resultado es —7. Y acd aparece la primera inconsistencia ya
que, si (1.1) es cierta y, en forma general, para cada x > 0 se admiten dos resulta-
dos para /z, entonces debemos considerar los dos valores posibles en cada raiz
cuadrada que aparece en el ejercicio dado. Asi, si consideramos todas las posibles
combinaciones de estos signos, el ejercicio no tiene un tnico resultado, jsino 16
posibles! Aunque resulta poco probable que un alumno de secundaria conside-
re estas 16 opciones como resultado de un ejercicio combinado, lo mencionamos

Revista de Educacién Matemdtica, Vol. 36 N° 1 — 2021



12 F Benitez y M. Carena

para enfatizar la inconsistencia que genera suponer dos valores posibles para el
simbolo radical. Sin embargo, si es méas probable que un alumno se pregunte por
qué la calculadora devuelve un solo resultado cuando se ingresa v/4.

En algunas escuelas secundarias se aborda el concepto de funcién. Se habla de
existencia y unicidad de imagen, se analizan graficos de funciones y se puede
presentar la funcién f : [0,00) — R dada por f(z) = /z. Una forma usual de
bosquejar la grafica de dicha funcién es mediante una tabla de valores. ;Qué valor
le asignamos, por ejemplo, a f(4)? Si seguimos afirmando que la igualdad en (1.1)
es cierta, entonces f(4) = £2, es decir, no hay unicidad de imagen y por lo tanto
no es funcién. Pero no, esto es incorrecto, ya que todos sabemos que f es funcién
y conocemos su grafica (ver Figura 1). Este es otro ejemplo que pone en evidencia

Y

T

2 4 6 8 10 12 14 16

FiGura 1. Gréfica de f(z) = \/z.

las contradicciones que genera (1.1) alrededor de otros conceptos bien definidos.

Después de trabajar el concepto de funcién hay, al menos, dos tipos de funciones
que merecen un trato especial: la afin y la cuadratica. Con respecto a esta tltima,
es probable que se hable de su vértice, sus ramas, su eje de simetria, y sus raices.
Y es aqui donde la férmula resolvente nos ayuda a calcular las raices de la funcién
f(x) = az? + bz + ¢, las cuales estan dadas por

—b £ Vb? — 4ac

2a '
Y la pregunta natural es: si (1.1) fuera cierta, entonces la férmula resolvente no
necesitaria el doble signo antes de la raiz cuadrada, ya que ambos resultados es-
tarfan ya contemplados por la raiz. Si ensefiamos que (1.1) vale, entonces debemos

T2 =

considerar correcto que un alumno afirme que la férmula resolvente es

—b+ Vb? — 4ac
2a ’
ya que ambas opciones quedan implicitamente contenidas.

T2 =

Revista de Educacién Matemdtica, Vol. 36 N° 1 — 2021



Reflexiones acerca de la definicion de radicacion... 13

Cabe senalar que el origen del doble signo antes de la raiz tiene su justificacion
en el uso de la propiedad V22 = |z|, que trabajaremos con mayor detalle en la
Seccién 1.3, y en la definicién del valor absoluto de un nimero, y no en pensar
que +/z tiene dos valores posibles, cuando z es un ntimero real positivo.

Los ejemplos previos muestran algunas de las inconsistencias que puede ge-
nerar en la construccién de otros conceptos el hecho de pensar que v/4 = +2 o,
en forma general, que /z, con x > 0, tiene dos resultados posibles. Asi, inde-
pendientemente del campo numérico en el cual se esté presentando la radicacién
(naturales, enteros o reales), el siguiente mensaje debe ser claro en la escuela se-
cundaria:

El simbolo +/x, siendo x un niimero real no negativo, tiene como
resultado un finico niimero real no negativo. Luego, V4 = 2.

Una pregunta natural en este punto es: ;de dénde proviene el error de consi-
derar dos resultados posibles? Proviene del uso del simbolo radical en la definicién
de raiz cuadrada de un ndmero positivo. La siguiente definicion, que resulta in-
conveniente por lo que mencionamos arriba, puede encontrarse en varios libros
de Matematica escritos para la educacién secundaria:

Vr=r si r? =z,

Si fuera correcta, entonces implicarfa que v4 = 2 y también v4 = —2, ya que
tanto 2 como —2 satisfacen que al ser elevados al cuadrado dan 4 como resulta-
do. Esto es, por supuesto, incorrecto ya que el simbolo /= debe arrojar un tnico
resultado para cada = > 0. Para evitarlo, se puede:

» Abordar, inicialmente, la ensefianza de las raices cuadradas de un nimero z,
sin usar el simbolo radical. Esto es: r es una raiz cuadrada de x si r? = z.

» Luego, si z > 0, reservar el simbolo /z solo para el resultado no negativo,
es decir, para la llamada raiz cuadrada principal.

» Agregar el requisito mencionado en el inciso anterior dentro de la defini-
cién cuando se utilice el simbolo radical (Sobel y Lerner, 1996, p.38): si
x > 0 entonces

Vr=r s r>0 y r’=ux

Para el caso general, uno de los textos en donde la definicién se encuentra sen-
cilla y correcta es (Larson y Falvo, 2012). Alli, en su apéndice se define, para z y r
numeros reales y n > 2 un entero positivo, los siguientes conceptos:

Raiz n-ésima de un nimero: Si v = x decimos que r es una raiz n-ésima de x.

Revista de Educacién Matemdtica, Vol. 36 N° 1 — 2021



14 F Benitez y M. Carena

Raiz n-ésima principal de un nimero: Si x tiene al menos una raiz n-ésima, se
denomina principal a la que tiene el mismo signo que z. En tal caso, la misma se
denota con el simbolo radical:

Algo similar puede encontrarse en (Sobel y Lerner, 1996, p.38). Con esta defi-
nicién queda claro que v/4 = £2 es incorrecto, y que lo correcto es /4 = 2.

Si bien la demostracién de la existencia de raices cuadradas de ntimeros reales
no negativos escapa a los contenidos de la escuela secundaria, la unicidad de \/x
puede probarse facilmente. En efecto, sea + > 0 y supongamos que existen dos
numeros, ' y a, tales que r = /z y a = /z. Entonces r y a son dos ntimeros reales
no negativos tales que r* = z y a* = z. Luego r* = a?, 0 bien

r?—a®=0.

Factorizando, la ecuacién anterior equivale a (r — a)(r + a) = 0. Por la propiedad
del producto cero se tiene que

r=a, obien r= —a.
Puesto que tanto r como a son ntimeros reales no negativos, lo anterior implica

que r = a, lo que prueba la unicidad.

La existencia y unicidad mencionadas hacen que el simbolo radical pueda en-
tenderse como una funcién definida en el dominio correspondiente, en el sentido
que / asigna un tnico valor a cada = > 0.

1.2. Radicacidn vs. ecuaciones.

El mismo razonamiento aplicado para demostrar la unicidad de la radicacion
permite probar que las tinicas soluciones de la ecuacion
2? =4
son z = 2y x = —2. En efecto, la ecuacién equivale a resolver
? —4=0,

lo que a su vez es equivalente a (z — 2)(x + 2) = 0. Nuevamente, por la propiedad
del producto cero, se tiene que * = 2 0 v = —2. Asfi, el conjunto de soluciones de
2 =4es S ={-22}

Observar que el ntiimero 4 puede reemplazarse por cualquier otro ntimero real
positivo, es decir, de la misma forma se prueba que las tinicas soluciones para la
ecuacion

T° = a,

*. . . .
Recordemos que esta propiedad establece que un producto de factores es igual a cero si y solo
si uno o més de los factores es igual a cero.
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siendo a un namero real positivo, son © = \/a y x = —+/a. Esto se resume escri-
biendo x = ++/a Ahora si, el doble signo colocado delante del simbolo radical
indica explicitamente que se deben considerar ambos valores. Asi, el conjunto de
soluciones de la ecuacion 2% = a es S = {—+/a, \/a}.

En relacién a esto, haremos mencién a un error de notacién que puede generar
confusion entre la operacion radicaciéon y el conjunto de soluciones de una ecua-
cién. Precisamente, en (Covelo y Covelo, 2019, p.32) se indica que

Vi=0.

Lo anterior pretende transmitir que la raiz cuadrada de un ntimero negativo no
estd definida en los ntimeros reales, asignando como resultado de la operacién
un conjunto: el vacio. De ninguna manera podemos asignar un conjunto como re-
sultado a esta operacién, en ningtin campo numérico en el cual se esté trabajando
la radicacién. Asf como no decimos que v4 = {2}, no podemos decir que la raiz
cuadrada de un ndmero negativo es el conjunto vacio. Lo correcto es decir que no
esta definida en los ntimeros reales.

El simbolo \/E es un niimero en ciertos casos, pero es un conjunto en
otros.

Aqui queda expuesta una confusién entre la operacion radicacién, cuyo resul-
tado es un niimero o no estd definida, y las soluciones de una ecuacion, las cuales
pueden expresarse como un conjunto. En particular, para el ejemplo mencionado
se tiene que y/—4 no est4 definida, mientras que el conjunto de soluciones de la
ecuacion

= —4

es el vacio (es decir, no tiene solucion).

El simbolo +/x denota un iinico niimero real cuando = > 0, y no
estd definido para x < 0. Por otra parte, el conjunto S de soluciones de la ecuacién
=a
es S ={—v/a,/a} cuandoa >0,y S =0sia < 0.
Queremos solamente observar, para concluir esta parte, que la forma de resolu-

cion de x? = a presentada previamente permite conocer, ademas, la multiplicidad
de las raices. Por ejemplo, consideremos la ecuacién

2 = 16.

Notar que la misma equivale a z* — 16 = 0. Aplicando diferencia de cuadrados se
transforma en
(2% — 4)(2* +4) = 0.
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Por la propiedad del producto cero y lo trabajado antes, se concluye que el con-
junto solucién es {—2,2} U ) = {—2,2}. La forma mads frecuente de resolucién de
esta ecuacion es la siguiente:

zt =16
lz| = V16 = 2
r =12

Mas adelante volveremos sobre el valor absoluto involucrado en la resolucién an-
terior. Si bien la misma es correcta, no da informacién sobre la multiplicidad de
las raices. Identificar de antemano la diferencia de cuadrados puede ayudar a no
cometer errores al factorizar, en un futuro, expresiones como z* — 16 resolvien-
do la ecuacién anterior, ya que el exponente de la variable suele hacer pensar al
alumno que posee dos raices dobles. Lo que si resulta importante es no caer en el
error de escribir una resolucién como la siguiente:

z? =25
T = V25,
para luego deducir que x = —5 0z = 5. En este proceso de resolucion, que aparece

en (Covelo y Covelo, 2020, p.76), se estdn cometiendo dos errores juntos: simpli-
ficar la raiz cuadrada con el exponente sin colocar el valor absoluto, y afirmar que

V25 = +5.

1.3. Algunas propiedades.

Abordaremos ahora algunas propiedades muy conocidas de la radicacién, de
las cuales haremos uso a lo largo del texto. Previamente hicimos mencién a la
forma correcta de simplificar indice con exponente. Mds precisamente, es sabido
que para todo ntimero real = se tiene que

(1.2) Va2 = |z].

La prueba es sencilla y, por completitud, la incluimos a continuacién.

Demostracién. Sabemos que v z? denota al tinico nimero real t > 0 que verifica
que t* = 2. Puesto que |z| satisface ambas condiciones, esto es, es no negativo y
|z|> = 2%, entonces t = |x|, es decir, V2 = |z|. O

De la misma forma se prueba que /2" = |z| para todo n par y todo nimero
real z, puesto que también ocurre que |z|” = 2" en dicho caso.

A pesar de que la prueba de la validez de (1.2) utiliza la definicién correcta del
simbolo radical, la misma no suele ser presentada para los alumnos de escuela se-
cundaria. En general, es ilustrada mediante ejemplos de cémo debe aplicarse. Asi,

Revista de Educacién Matemdtica, Vol. 36 N° 1 — 2021



Reflexiones acerca de la definicién de radicacion... 17

contamos con alumnos que, atin aplicando de manera acertada (1.2), la concep-
cién incorrecta de los dos resultados posibles para el simbolo radical los conduce
a cometer un error en la resoluciéon de desigualdades simples como

2 < 4.

Concretamente, un grupo de alumnos de tercer afio acudi6 a su profesor, autor de
este trabajo, con el siguiente planteo: para resolver la desigualdad anterior aplica-
ron raices cuadradas a ambos miembros y la monotonia de la raiz (es monétona
creciente, por lo que conserva el sentido de la desigualdad) para obtener:

Va2 < V4.

Luego, al emplear el concepto erréneo que v/4 = +2, concluyeron que:
|z < £2.

Asi, se llega a una desigualdad que no tiene sentido y que no refleja la solucién
buscada. Esto no habria ocurrido si siempre se hubiera tenido en claro que el
simbolo denota la raiz principal, obteniendo asi:

2] < 2,

es decir, —2 < x < 2.

§2. Los exponentes racionales y las bases negativas

En esta seccién abordaremos el problema de trabajar con potencias con bases
negativas y exponente racional. Precisamente, veremos c6mo los obstaculos se
generan desde la definicién y el uso de las propiedades.

2.1. La definiciéon

La radicacién es la operaciéon que permite definir la potencia con exponente
racional. El camino para ello es el siguiente:

(d.1) Se define la potencia con base = € R y exponente natural n como el pro-
ductodex -z - ...z, donde z aparece como factor n veces.

(d.2) Se define z° = 1, siempre que x # 0.

(d.3) Parap,q € Ny z € R, se define

re = vam,

en caso que +/x™ esté definida, siendo m/n la forma irreducible de p/q.

(d.4) Sib es un ntimero racional positivo, se define 2~” como -5, siempre que z°
1

x”l

sea un numero real distinto de cero. En particular, se tiene que 27" =
paratodon € Ny z # 0.
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Asi, tenemos por ejemplo que
(—8)% = (—8)3 = /-8 = —2.

Sucede que, en general, el requisito de utilizar la forma irreducible para el ex-
ponente no estd contemplado en los libros de texto utilizados en la ensefianza
secundaria. En ellos, lo que suele encontrarse como definicién en lugar de (d.3)
es lo siguiente:

(d.5) Sim € Zyn € N, se define

en caso de que sea posible.

Veamos qué ocurre si aplicamos esta definicién para calcular lo siguiente:
(-8)s = V8= -2,
pero si escribimos % de manera equivalente como %, entonces:
(~8)s = (—8)s = /(-8 = 2.

Asi, vemos que se obtienen diferentes resultados al utilizar distintas representa-
ciones del mismo exponente racional.

En matematica, que un concepto esté bien definido significa que se determina sin
ambigiiedad alguna, es decir, que no depende de la representacién o forma de
llegar a los objetos involucrados. Si se enuncia una definicién por una eleccién ar-
bitraria, entonces se debe comprobar que la definicién es independiente de dicha
eleccién. El ejemplo anterior muestra que la definicién (d.5) no es buena si permi-
timos que la base sea negativa y, sin embargo, es la mas frecuente en los libros de
Matemaética de nivel secundario. Aunque en los ejercicios no aparecen, en gene-
ral, exponentes racionales no irreducibles, los mismos suelen generarse cuando se
aplican propiedades de la potencia (como productos de potencias de igual base o
potencia de otra potencia). Analizaremos con mayor profundidad lo referido a la
validez de las propiedades en la subseccién siguiente.

La definicion (d.5) de potencia con exponente racional no
puede contemplar bases negativas, jpero éstas siempre aparecen en los ejercicios!

Por supuesto que la condicién de ser el exponente irreducible no es necesaria si
solamente trabajamos con bases positivas. En dicho caso, es facil ver que la defi-
nicién no depende de la representacion elegida para el racional (ver, por ejemplo,
(Noriega, 1979)). Sin embargo, si se quiere abarcar tanto bases positivas como ne-
gativas, esta condicion garantiza la buena definicién de potencias con exponente
racional.
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Es importante también remarcar que, aiin considerando solo bases positivas,
los requisitos m € Z y n € N son importantes cuando se define z» = /2™,y
esto no siempre es mencionado en los textos escolares. En efecto, si se enuncia
solamente 7 € Q, se permite que el denominador sea un entero negativo, y la
definicién no tiene sentido pues la radicacién no se define para indices negativos.
Asi, si el exponente es un racional negativo, el signo menos lo debe llevar el nume-
rador, para poder aplicar la definicién para exponentes enteros negativos y luego
la radicacién. Este requisito sobre el numerador y el denominador de un expo-
nente racional no suele ser explicitado en la mayoria de los libros de Matematica
utilizados en la escuela secundaria.

Las condiciones sobre el exponente impuestas en (d.3) garantizan
la correcta definicion de potencias con exponente racional, incluyendo a las bases negativas.

Pese a que queda demostrada la necesidad de requerir el exponente en su forma
irreducible, esta condicién estd ausente en gran parte de los libros de texto. Sin
embargo, aunque no esta escrito, cuando en (De Simone y Turner, 2016, p.19) se
afirma que “si a es un ntimero real negativo, la definicién a» = {/a™ tiene sentido
sdlo si n es impar”, pareciera estar considerando la condicién de irreducibilidad
de m/n. De lo contrario, dicha afirmacién es falsa, pues basta con observar que

(-1 = V(=12 =1,
ViEDi=Vi=1,

por lo que es cierta la igualdad (—1)¥¢ = {/(-1)%, a pesar de que @ = —1 es

negativo y n = 6 es par. Esto muestra, una vez mds, que dicha condicién debe
explicitarse si se quiere trabajar con bases negativas.

y también

Es importante también mencionar que la potencia con exponente racional se de-
fine a través de la radicacion. Este procedimiento no puede quedar plasmado como
un simple intercambio de nimeros para pasar de una potencia a una radicacion,
y viceversa. No son, a priori, dos escrituras equivalentes, sino la definicién de una
operacion a partir de otra ya existente. No se debe confundir al alumno tratando
de demostrar, como en (Kaczor, Schaposchnik, Franco, Cicala, y Diaz, 1999, p.37),
que r= = {/z™, ya que es exactamente su definicién. Tampoco se debe expresar,
como en (Covelo y Covelo, 2020, p.48), que “las raices también se pueden expre-
sar como potencias: v/b¢ = b ”. Por supuesto que esta igualdad es verdadera pero,
justamente, porque el miembro derecho se define como el izquierdo, y no al revés.

Para finalizar esta parte, cabe sefialar que en (Sobel y Lerner, 1996, p.41) se da
una definicién alternativa de potencias con exponente racional, donde cambia la
condicién de irreducible en el exponente por otra:
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(d.6) Sean m,n € Ny seax € R. Se define
o = VT = (Y5,
siempre que {/z esté definida.

Esta ultima condicién, que es distinta a pedir que /2™ esté definida como en
(d.3), hace que no se presenten ambigiiedades en la definicién ya que no podemos
aplicarla para calcular (—8)%, debido a que v/—8 no estd definida. Entonces no
queda otra opcién que aplicar la definicién con su exponente reducido a 3, 0 con
cualquier otra fraccién equivalente cuyo denominador no sea par. Asi, con esta
definicién, tenemos:

(—8)s = V=8 = —2, (—8)6 = (—8)3.
Ademds, otra observacién en cuanto a la no ambigiiedad de la definicién (d.6)
es que si m/n = p/q y ademds estan definidas tanto {/z™ como +/z?, entonces
obtendremos el mismo valor en el lado derecho de (d.6) usando cualquiera de las
representaciones. Por ejemplo:

(-8)s =V/—8=-2,  (-8)7 =V-5l2=-2

Puesto que todo el andlisis previo presenta demasiada complejidad para ser
abordado en la escuela secundaria, restringirse a bases positivas parece una bue-
na opcién para abordar este tema. El modo en que se trabaja actualmente, que
incluye a las bases negativas pero no se aclara nada, conduce a las ambigiieda-
des enunciadas y a los errores y contradicciones producidos por la aplicacion de
propiedades que expondremos a continuacién.

2.2. Las propiedades

Una vez definida la radicacién, analicemos las consecuencias de permitir el uso
de las propiedades de la potencia cuando la base es negativa. Es comtn encontrar
en la bibliografia ejercicios del tipo: Resolver aplicando propiedades de la potenciacion:

i (—27)3 ¢ (=27)7L - (=27)3 : (=27) 2 =

i, (a™)" =
Asi, el mensaje es claro: las propiedades de la potencia pueden usarse también
con bases negativas. Es cierto que en el primer inciso se tuvo el cuidado de que
cada vez que aparece un exponente racional, su denominador sea impar. Pero, en
general, no se hace referencia a ello. En el segundo, al no decir nada sobre a, se
entiende que puede ser cualquier niimero real. ;Qué respuesta se espera en este
altimo caso? Si se espera que la respuesta sea:

(a™)
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entonces se debe considerar correcto si un alumno realiza el siguiente procedi-

miento:
2

(3 = [(-37)F = (-3)i = (-3)' = -3
aunque contradiga (1.2), ya que es la misma resolucién que la efectuada para ii),
cona=-3ym=n=2.

Esto conduce a que el alumno obtenga un resultado si aplica las propiedades,
diferente al obtenido al utilizar la férmula (1.2) previamente trabajada:

m
n

=

(am)% = an pero (a*)? = |a|. Entonces, ;corresponde o

no el valor absoluto?

El origen de esta ambigiiedad es, sin dudas, el mensaje que se deja en el alumno
al presentarle ejercicios donde deben aplicar las propiedades de la potencia con
exponentes racionales y bases negativas.

Las propiedades de la potencia estudiadas para exponentes enteros pue-
den extenderse a exponentes racionales, sin aclaracion adicional.

A diferencia del caso de exponentes enteros, donde las propiedades valen in-
dependientemente del signo de la base, estas no valen, en general, cuando la base
es negativa y el exponente es racional. Esto se prueba observando los siguientes
ejemplos:

((-02)F # (-2,
—1# (-1)2 - (-1)z,
Lo primero ilustra que no vale la propiedad llamada “potencia de otra potencia”
que enuncia que (z%)° = 2°, mientras que la segunda invalida la conocida como
“producto de potencias de igual base”, que asegura que z%-2° = %*’. Recordemos
que estamos trabajando en los ntimeros reales (las operaciones en los ntimeros
complejos merecen un andlisis aparte). De hecho, atin cuando no aparezcan raices
con indice par y radicando negativo, las propiedades no valen: por ejemplo, por
un lado tenemos que

mientras que, por el otro,

2
3

(~8)3% = (-8)s = ~2.

Nuevamente, vemos que () es distinto de 2.

Observar que el inconveniente aparece cuando se involucra un exponente racio-
nal con denominador par. Sin embargo, en la mayoria de la bibliografia no se dice
nada sobre esto, y las propiedades se aplican sin pedir que la base sea positiva.
Restringirse solamente a bases positivas vuelve a aparecer como opcién para tra-
bajar correctamente las propiedades de la potencia con exponente racional. Frente
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a esta eleccion, es importante enfatizar y explicitar que las propiedades de la po-
tenciacion de exponentes racionales si son validas cuando la base es positiva, pues
se deducen de su definicién y de las propiedades de la radicacion.

Lo que si podemos decir es que las propiedades valen siempre y cuando cada
una de las cantidades que intervienen estén definidas. Por ejemplo, si a y b son
racionales, entonces:

2%t =2

+b
siempre que 2%, 2 y 2" sean nimero reales, lo que ocurre, por ejemplo, cada vez
que el exponente es un racional con denominador impar, independientemente del
signo de x. Lo mismo para la resta. Para el caso de potencia de otra potencia, debi-
do a la propiedad conmutativa del producto, se debe requerir que las cantidades
involucradas existan en ambos 6rdenes: (z%)? = 2% = (z%)?, siempre que cada una
de las cantidades z¢, x* y % sea un numero real. La validez de todo lo anterior
puede demostrarse, por ejemplo, utilizando la férmula (2.1) dada posteriormente

en este trabajo, pero escapa a los contenidos de la escuela secundaria.

El hecho de transmitir que las propiedades de las potencias pueden aplicarse
para exponentes racionales sin decir nada sobre la base, ademds de producir erro-
res como todos los ya enunciados, contradice observaciones en las cuales se pone
mucho énfasis al ensefiar radicacién. Mas precisamente, se aclara insistentemente
que la propiedad distributiva de la radicacién con respecto a la multiplicaciéon y a
la divisién es valida siempre que existan cada una de las raices por separado, es
decir, siempre que cada una sea un nimero real:

(—25) - (—4) = 10 # /=25 - v/—4,

lo cual es correcto, pero no siempre se aplica la misma rigurosidad cuando se
piensa el mismo ejercicio como potencias con exponentes racionales.

) 1 . .
Si bien x2 y \/x se presentan como equivalentes, las restric-
ciones en el uso de las propiedades no siempre se plantean para la potencia pero si para la
radicacion.

Para lograr una ensefianza consistente resulta necesario, aunque no suficiente,
transmitir que las propiedades de la potencia valen “siempre y cuando cada una de
las cantidades que intervienen estén definidas”, como ya mencionamos previamente.
Notar que esta frase tiene la simpleza suficiente como para ser presentada en el ni-
vel secundario, en caso de que se desee (0 se necesite) trabajar con bases negativas
y exponentes racionales.

Las propiedades de la potencia no valen, en general, cuando la base
es negativa y el exponente es racional. Sin embargo, pueden aplicarse en tal caso cuando
cada una de las cantidades que intervienen estén definidas en los reales.
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Finalizamos esta parte exponiendo mds obstaculos generados en el aprendizaje
de contenidos bdsicos de la escuela secundaria, al permitir el uso de las propie-
dades de la potencia con exponente racional y base negativa. En particular, en la
extraccion de factores fuera del signo radical.

Este contenido estd estrechamente ligado con el uso de las propiedades de la
potenciacion y la radicacién. Més precisamente, las propuestas editoriales hacen
su aporte en este estudio de los radicales ejemplificando cémo usar dichas propie-
dades para lograr ese objetivo.

El esfuerzo estd puesto en mostrar la técnica para lograr extraer correctamente
factores y se descuida el anélisis sobre las variables involucradas en el radicando.
Por ejemplo, en (De Simone y Turner, 2016, p.13), se ejemplifica cémo extraer
factores en el siguiente caso:

V12a3b2 = V223a2ab? = 2abV/3a.

En lo anterior, no se especifica nada sobre la naturaleza de a y b. Es claro que a
no puede ser negativo puesto que, en tal caso, el radicando inicial seria negativo.
La pregunta natural es: ;qué ocurre si b es negativo? Por ejemplo, utilicemos la
igualdad obtenidacona =1y b= —1:

V12 =—2V3

lo cual es, claramente, incorrecto. El error se podria haber evitado de dos maneras:

» la primera es restringir el ejercicio propuesto en el texto mencionado sola-
mente a valores no negativos para a y b;

» la segunda, que permite que b sea cualquier ntimero real, es trabajar de
modo correcto la simplificacién de indices con exponentes, utilizando que
N |b]. Asi, la férmula correcta paraa >0y b € R, es

V12a3b2 = 2a|b|V/3a.

Sin embargo, nuevamente un alumno podria llegar a una férmula incorrecta y
diferente a la anterior si comete el error de aplicar las propiedades de la potencia
para bases que pueden ser negativas:

V120302 = V3 20302 = (3 22a%?)? = 3524 b = 2ab(3a)* = 2abv/3a.

Por tal motivo, hacemos énfasis nuevamente en el error grave que se comete al
desarrollar el tema incluyendo bases negativas sin aclaracién alguna.
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2.3. Una alternativa

Una forma para no cometer errores que conduzcan a resultados incorrectos al
trabajar con bases negativas y exponentes racionales es aplicar la siguiente férmu-
la (ver, por ejemplo, Carena, 2019, p.29) que relaciona una potencia con base ne-
gativa con otra cuya base es positiva, siempre que el exponente sea irreducible y
tenga denominador impar (el cual es el tnico caso que importa pues, de lo con-
trario, la potencia no existe). Mds precisamente, sean m y n naturales, con n impar
y = irreducible. Para z > 0 se tiene que

(2.1) [ (—2)n = (~1)"zn.

La demostracién de la férmula (2.1) es sencilla debido a las hipétesis: aplican-
do (d.3) tenemos que (—x)» = {/(—x)™. Ademas,

(—1)™ = 1, sim esentero par;
—1, sim esentero impar.

Lo anterior, junto a la definicién de raiz n-ésima, implican que {/(—1)" = (—-1)™,
para todo entero m y todo n natural impar. Luego, aplicando la propiedad dis-
tributiva de la raiz con respecto al producto (recordar que es posible porque el
indice es impar), se tiene que

(—2) = /(=) = Y/ (=D)mam = /(-1 ¥am = (-1)" ",

como queriamos ver.

Es justamente la férmula (2.1) la que permite probar que las propiedades de la
potencia valen para cualquier base siempre que cada una de las cantidades invo-
lucradas exista, pero también es una herramienta muy ttil para “deshacernos” de
las bases negativas. De esta forma cada potencia con exponente racional se trans-
forma en una potencia con base positiva y exponente racional, multiplicada por
una potencia de base —1 y exponente entero. En cada uno de estos dos casos, las
propiedades de la potencia pueden ser aplicadas.

Conclusiones y reflexiones finales

Lo expuesto en este trabajo nos recuerda que todo material bibliografico pue-
de contener errores. Es importante desde nuestro rol docente estar atentos a ello
ya que, como vimos, pequefios detalles de enunciado, definicién o notacién pue-
den crear pensamientos contradictorios y erréneos en los alumnos. Esto influye
de forma negativa en el aprendizaje, desde lo conceptual hasta en el interés por la
disciplina.
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En este punto, nos parece importante y pertinente recordar, nuevamente, pala-
bras enunciadas en (Bidart Gauna y cols., 2017), trabajo en el que se aborda un
conflicto similar al aqui planteado pero en relacién a la racionalizacion:

La situacion brevemente descrita a lo largo de este articulo nos lleva a la en-
crucijada de estar frente a un obstdculo tanto diddctico como epistemoldgico
muy evidente. Siendo que estamos frente a él, ;no vale la pena corregirlo?
Sin dudas, nos arriesgamos a pensar que si. [...| La idea de corregir es-
te concepto, mds alld de que debemos hacerlo, se basa en el hecho de que
instalarlo de manera errénea nos provoca, no sélo a nosotros, los docentes,
sino también a los alumnos, un doble trabajo, innecesario por cierto, en el
proceso de ensefianza y aprendizaje, ya que los errores instalados son resis-
tentes y dificiles de superar porque esto requiere una reorganizacion de los
conocimientos que el alumno y los docentes poseemos. Debemos comenzar
a discutir entonces qué acontece en los espacios de formacion, qué tipo de
trabajo se despliega en torno a lo matemdtico que lleva a que ciertas ideas
erréneas perduren a lo largo de los afios. (p.20)

La comunicacién de conceptos de forma precisa y correcta es una condicién
necesaria, aunque no suficiente, para un aprendizaje sélido. En caso de observar
entre los alumnos la presencia de conceptos erréneos, serd precisé revisarlos a
fin de aclararlos y corregirlos, para asi lograr una construccién consistente. Co-
mo menciona la cita previa, esto provoca un doble trabajo, tanto para los docentes
como para los alumnos, ya que ciertos errores instalados son resistentes y persis-
tentes. En muchos casos, como en el de la radicacién, este camino puede agilizarse
al iniciarse con la concepcién correcta del simbolo radical desde su aparicién.

En el caso particular de la potencia con exponente racional, una opcién posible
es restringirse a las bases positivas, donde si valen las propiedades de las poten-
cias. Es preciso evaluar si es conveniente utilizar bases negativas al momento de
afianzar el uso de dichas propiedades mediante ejercitacion, teniendo en cuenta el
gran riesgo de incurrir, por un lado, en errores matemédticos no menores y, por el
otro, en la transmisién de contradicciones o inconsistencias. En caso de ser nece-
sario trabajar con bases negativas y exponentes racionales se deberian, entonces,
incorporar las condiciones y advertencias que garanticen una construccién ma-
tematica consistente. Este trabajo pretende, a su vez, reunir ejemplos que sirvan
para exponer las contradicciones y resultados incorrectos que surgen al no impo-
ner dichas condiciones, para que puedan ser utilizados como herramientas en el
proceso educativo.
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LAS DEMOSTRACIONES DINAMICAS
DEL TEOREMA DE PITAGORAS

Maria Consuelo Barrantes Masot, Victor Zamora Rodriguez
y Manuel Barrantes Lopez

RESUMEN. Presentamos un estudio sobre demostraciones algebraicas y geométricas del
Teorema de Pitagoras, para la Ensefianza Secundaria, usando software libre de geometria
dindmica. La categorizacién de las demostraciones ofrece al docente un muestrario ttil
como herramienta para la seleccién de los recursos didacticos necesarios para la ensefianza
y aprendizaje de dicho teorema. El conjunto de construcciones dindmicas representadas
con GeoGebra, como resultado de una revisién actualizada y una selecciéon posterior podria
favorecer la tarea docente del profesor.

ABsTRACT. We present a study on algebraic and geometric proofs of the Pythagorean The-
orem, for Secondary Education, using free software of dynamic geometry. The categoriza-
tion of the demonstrations offers the teacher a useful sample as a tool for the selection of
the didactic resources necessary for the teaching and learning of this theorem. The set of
dynamic constructions represented with GeoGebra, as a result of an updated revision and

a subsequent selection, could favour the teacher’s teaching task.

§1. Introducciéon

Durante muchos afios se le ha atribuido a Pitagoras (585-500 a.C.), filésofo
y matematico griego, el enunciado y demostracién del teorema geométrico que
lleva su nombre, el cual expresa la relacién entre los cuadrados construidos sobre
los lados de un tridngulo rectangulo. Existen evidencias de que en otras culturas
también se conocia el teorema aunque no se conoce la existencia de su demostracion.
Se asegura (Bergua, 1958) que durante sus viajes a Egipto y al oriente antiguo, el
sabio griego conoci6 el enunciado de la regla y se dedicé a demostrarla.

Palabras clave: Teorema de Pitdgoras, Software de geometria dindmica, Ensefianza de la geometria,
Demostraciones geométricas.

Keywords: Theorem of Pythagoras, Dynamic geometry software, Teaching Geometry, Geometrical
demonstrations.
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El enunciado que dieron los griegos al Teorema de Pitagoras es el siguiente: el
drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa, de un tridngulo rectangulo es iqual a la
suma de las dreas de los cuadrados construidos sobre los catetos. El enunciado moderno
usa términos algebraicos: en un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos. Euclides, segtin su interpretacion al
teorema, dice que el drea del cuadrado cuyo lado es la hipotenusa es la suma de las dreas
de los cuadrados cuyos lados son los catetos.

Esta celebre proposicion, conocida como el Teorema de Pitagoras, la proposicién
pitagorica o la proposicién 47 del primer libro de los Elementos de Euclides, ha
jugado un papel fundamental en el desarrollo de la Matemaética. La relacion pita-
gorica es la ecuacion de la circunferencia que aparece constantemente en el estudio
de la Geometria Analitica y de la Trigonometria, y el teorema del coseno es un caso
particular de dicho teorema. También es la raiz histérica del andlisis indeterminado
de Diofanto y Fermat, y la fuente de casi todas las relaciones métricas en Geometria.

Es notorio el valor préctico del teorema en todas las Ciencias, concretamente
en el campo de la Fisica se encuentra en la rama de Mecénica Clésica, Astrofisica,
Fisica del Estado Sélido, Electromagnetismo, entre otros.

Nuestro trabajo se orienta principalmente a resaltar el interés didactico de dicha
proposicién en la ensefianza y aprendizaje de la matemadtica, y en particular de
la Geometria. Asi pues, el objetivo general de este aporte para la ensefianza ha
sido el de presentar de manera selectiva, demostraciones dindmicas, entendidas
como aquellas en las que el alumno manipula los elementos bien manualmente
o mediante el ordenador. Estas demostraciones pretendemos contribuyan a la
ensefianza de dicho teorema como resultado de una revisién actualizada. Ademas
de la manipulacién, queremos mostrar a la comunidad docente la necesidad de
utilizar metodologias de ensefianza en las que se haga uso de software de geometria
dindmica.

Para cumplir este objetivo se ha realizado una aproximacién mediante una
revision bibliogréfica, asi como una exploracion de las construcciones dindmicas
del teorema que ofrecen varias webs educativas incluidas en la webgrafia como
por ejemplo:

http://elcuadradodelahipotenusa.blogspot.com.es,

http://www.cut—-the-knot.org/pythagoras/index.shtml

A partir de este material, se ha realizado una seleccién y clasificaciéon de las
demostraciones dindmicas encontradas, a las que hemos afiadido construcciones
propias que complementan la revisién general y afiaden un componente did4ctico
a fin de propiciar adaptaciones para el aula.
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§2. Acerca de la construccion de las reglas de calculo para sumar

La historia de la Matematica, como lugar de encuentro entre las ciencias y las
humanidades, es un instrumento magistral para enriquecer culturalmente la ense-
nanza de la Matematica en el aula (Gonzalez, 2004; Alsina, Fortuny, y Burgués, 1988;
Alsina, 1997, 2008). Ahora bien, cuando las actividades se reducen a la inclusién
de la biografia de un personaje determinado o de algtin hecho aislado relacionado
con la materia a tratar, entonces el atractivo y la utilidad de los recursos histéricos
para la ensefianza quedan muy limitados.

Una aproximacién mds directa al aprovechamiento matematico de estos recur-
sos en la ensefianza se puede conseguir proponiendo al alumnado, diferentes
demostraciones cldsicas de la proposiciéon o problemas relacionados con ella, trans-
portando a éstos a la época en las que fueron realizadas, apelando a las tecnologias
disponibles, mediante las demostraciones que veremos en nuestro estudio.

Para ello, los profesores en sus clases, ademas de comentar la biografia de Pita-
goras (Bergua, 1958; Schuré, 1995; Caniff, 1997; Strathern, 1999) pueden examinar
qué métodos utilizaban para las diferentes demostraciones utilizando los recursos
que se describen en este trabajo como son los puzles y GeoGebra.

Por ejemplo, (Gonzalez, 2001, 2008) presenta el pensamiento de Pitdgoras de
una forma integrada. Se destacan los logros matematicos del fil6sofo griego en el
contexto de los restantes aspectos del Pitagorismo. Se presentan los antecedentes
del Teorema de Pitagoras en civilizaciones como la Prehelénica, la Babilénica, en la
India, Egipto y China, asi como las implicaciones y desarrollo de su pensamiento,
no solo en la Historia de las Matemaéticas, sino también en la Historia general. En
este ultimo sentido, el plural recorrido de las ensefianzas pitagoricas a través del
tiempo resulta uno de los aspectos mads interesantes de estos trabajos de Gonzalez.

En (Barrantes, 1998) se realiza el estudio de dicho teorema desde el punto de
vista historico, tratando de estudiar o conocer la vida de Pitagoras y los pitagoéricos.
También se trabajan diferentes demostraciones de la proposicién a lo largo de la
historia que son curiosas o pertenecen a algtin matematico conocido, asi como las
repercusiones y aplicaciones de dicha proposicién para el avance de la Matematica.

Por ejemplo, (Nelsen, 1993), con el objetivo principal de proporcionar pistas
en cada demostracion para estimular el pensamiento matematico, presenta una
recopilacion de demostraciones matematicas a través de imagenes o diagramas. Sin
embargo, una de las recopilaciones mas importante la hace (Loomis, 1968), en una
reedicién del mismo texto de 1940. Encontramos 370 demostraciones diferentes
numeradas y clasificadas como: algebraicas, geométricas, vectoriales y otras que
utilizan la dindamica. Las dos principales vias de demostracién del teorema, es
decir: la analitica o algebraica y la visual o geométrica consideramos son las mas
adecuadas para la utilizarlas en la Ensefianza Secundaria (12-16 afios).
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Por otra parte, dentro de los matematicos, fisicos e ingenieros ilustres de la
historia que abordaron el Teorema de Pitdgoras no falta el genio del Renacimiento,
Leonardo da Vinci que presenta una demostracién basada en equivalencias de
poligonos y que también es nombrada en (Loomis, 1968) con el niimero 46. También
es el caso de la demostracion realizada por James A. Garfield (clasificada con el
numero 23) que tiene la particularidad de ser muy ingeniosa y puede servir al
profesor para relacionar la propiedad pitagodrica con el cuadrado de la suma de un
binomio, también estudiado en estos cursos.

Para ilustrar que el teorema era conocido por geémetras anteriores a los pita-
goricos, seria estimulante considerar dos demostraciones més, idéneas para la
Ensefianza Secundaria: la atribuida al matematico indio Bhaskara y (ver ejemplo 3
de este articulo) y una demostracién china que nos muestra (Loomis, 1968) con
los ntimeros 353 y 36.

En (Barrantes, 1998) se presentan también tres demostraciones basadas en puzles
de seis piezas, de cinco piezas y tres piezas. La principal curiosidad del puzle de tres
piezas radica en que es el de menor ntimero de piezas que nos permite mostrar la
propiedad pitagoérica. En dicho estudio se considera el teorema como un problema
abierto, accesible a los alumnos y a la vez motivante, mediante la utilizacién de
recursos y materiales apropiados como son los puzles pitagéricos con los que
se pueden realizar diferentes demostraciones del teorema, e incluso el alumno
puede construir su propia demostraciéon en consonancia con las demostraciones
geométricas de (Loomis, 1968).

Llegados a este punto, se puede ampliar el estudio de la proposicién pitagorica,
pues no es vélida tnicamente para la suma de las dreas de los cuadrados cons-
truidos sobre los catetos que nos da el area del cuadrado de la hipotenusa, sino
también para cualquier tipo de poligonos construidos sobre los lados del tridngulo
rectdngulo, siempre que los tres poligonos, asi construidos, sean semejantes entre
si. Concretamente, (Barrantes, 1998) muestra la propiedad ampliada a tridngu-
los semejantes, rombos, trapecios y otras figuras irregulares. En la misma linea
(Vasquez, 2012) presenta demostraciones para distintos casos como: rectdngulos
semejantes, tridngulos equildteros y semejantes, que se generalizan a poligonos
irregulares semejantes, como figuras siempre triangulables, y en el limite, a semi-
circulos entendidos como poligonos de infinitos lados.

Esto nos indica que la generalizaciéon de la propiedad no es sélo para poligo-
nos, sino para figuras cualesquiera que verifiquen la condicién de semejanza.
Asi pues, los alumnos pueden comprobar que se verifica para semicirculos, cuartos
de circulos, segmentos o sectores circulares.
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§3. Uso del software de GeoGebra para la ensefianza de geometria

Los diferentes curriculum en las legislaciones educativa vigentes hacen mencién
a la competencia digital, al tratar de forma adecuada la informacién y, en su caso,
servir de apoyo a la resolucién de problemas y comprobacién de la solucién. Consi-
deramos la geometria dindmica como un ambiente computacional de construccién
geomeétrica, basado en la geometria euclidiana. Este recurso se fundamenta en la
tecnologia y las herramientas que nos proporciona, ya que a través de ellas pode-
mos movilizar las figuras geométricas para que adquieran dinamismo (Cabrera y
Campistrous, 2007).

Con esta nueva concepcion de la ensefianza de la geometria, se evitan las figuras
rigidas que se corresponden con una tnica forma de representacion. Sin embargo,
mediante esta metodologia, los alumnos, pelando a un gran ntimero de representa-
ciones, se pueden hacer una idea més precisa de las figuras y llegar a comprender
mejor las propiedades geométricas.

Asi pues, consideramos que los programas informédticos de geometria dindmica,
son un recurso importante que se ponen a disposicién de los estudiantes para
realizar las demostraciones dindmicas. (Groman, 1996) afirma que la geometria
dindmica hace que el alumno aprenda las demostraciones de forma que construye
por si mismo los significados matemédticos en un contexto donde el profesor es un
participante mas del proceso.

Las demostraciones dinamicas hacen que el alumno explore las figuras geométri-
cas para producir conjeturas. (Fiallo, 2010) sefiala que los estudiantes, descubren
los conceptos y propiedades con gran independencia del profesor. Esto los motiva
a querer demostrar la validez, y el programa les proporciona herramientas necesa-
rias para hacerlo. (Mariotti, 2000), que trabaja con Cabri, indica que se produce
una correspondencia importante entre los comandos del mend y las justificaciones
que dan los alumnos de manera que se incrementa la necesidad de recurrir a la
demostracién como un recurso de validacién. Para (Marrades y Gutiérrez, 2000),
el programa de geometria dindmica permite una exploracién empirica de las repre-
sentaciones de las figuras geométricas, hecho que influye en una evolucién positiva
hacia la produccién de justificaciones cada vez mas préximas a demostraciones
deductivas. La explicacion de las figuras construidas juega implicitamente con
la idea de inferencia y prepara al alumnado para comprender cémo opera una
demostracion (Jones, 2000).

Otro aspecto importante a resaltar son las interacciones que se producen entre
estudiantes y profesor. Distintos autores como (Bell, 1976; Lampert, 1990; Gutiérrez
y Jaime, 2012) o (Alibert y Thomas, 1991) sugieren desarrollar las actividades de
forma que los estudiantes pueden aceptar o rechazar argumentos independiente-
mente de lo que afirme el profesor. Las estrategias didacticas en las que el alumno
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reflexiona sobre lo que constituye una demostracion aceptable en matematica
conducen a que el debate sea una forma excelente para discutir y comprender
la validez de las premisas, y querer justificarlas mediante la produccién de una
demostracion (Hoyles, 1997; Jones, 2000). La demostraciéon como recurso de co-
municacién de ideas debe llevarse a cabo a través de actividades que propician la
formulacién de argumentos para convencer a los demés (De Villiers, 1993; Duval,
1998).

En esta propuesta, los autores utilizan GeoGebra como software de Geometria
dindmica. GeoGebra aumenta las posibilidades didacticas pues ademas de utilizar-
se como apoyo a las explicaciones, da al alumnado posibilidades para visualizar
tiguras, modificarlas y construirlas, asi como para observar, buscar la solucién,
describir, conjeturar, comprobar e investigar. En definitiva, actividades para que
sean ellos quienes hagan y aprendan a partir de su experiencia mas que de los
conceptos tedricos que pueda impartirle el profesor (Sada, 2010).

Asi pues, el uso de un paquete de geometria dindmica como GeoGebra, permite
generar experiencias de aprendizaje en las que los alumnos se pregunten el por qué,
y el qué sucederia si... de ciertos hechos geométricos, aportando una oportunidad
para desarrollar una base para llegar a una completa apreciacién de la naturaleza
y el propésito de las demostraciones dindmicas.

Una vez hecho un recorrido bibliogréfico del tema central del estudio, en los
siguientes apartados, pasaremos a describir el desarrollo para el aporte en la
ensenanza.

§4. Objetivos y metodologia

El objetivo principal de nuestro trabajo es presentar selectivamente construc-
ciones dindmicas que contribuyan a la ensefianza del Teorema de Pitdgoras en
Secundaria haciendo uso de software de geometria dindmica, como resultado de
una revision actualizada.

Es decir, pretendemos realizar una aproximacion sobre la ensefianza del Teorema
de Pitdgoras en la Ensefianza Secundaria y sobre la ensefianza del mismo a través
de software de geometria dindmica, concretamente utilizando GeoGebra.

El trabajo se realiz6 en dos fases, una primera fase de primer contacto con las
demostraciones del Teorema de Pitdgoras en general, y una segunda enfocada en
su seleccion, clasificacion y posterior disefio con el programa GeoGebra. Durante
la primera fase se revisaron las demostraciones desechando aquellas que tenian
semejanzas con otras, o aquellas que consideramos no adecuadas al nivel educativo
al cual fue orientando la investigacion, debido a la propia complejidad de éstas.
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Se hizo un estudio bibliogréfico en textos como (Barrantes y Balletbo, 2012),
revistas y otros documentos, tanto de las bibliotecas de la Universidad de Extrema-
dura como en pédginas webs educativas que se encuentran en internet.

La segunda fase fue ttil para realizar la seleccién definitiva de las demostraciones
y para ir perfilando su clasificaciéon. La formacién de las categorias de analisis
(nivel educativo y tipo de demostracién: geométrica y algebraica) fue un proceso
que se sustento en la revisién bibliografica realizada, asi como en los objetivos de
la investigacién. Se han tenido en cuenta, también, aquellas demostraciones tanto
algebraicas como geométricas de matematicos o personas relevantes a lo largo de
la historia, y cuyas demostraciones han causado un impacto en el campo de la
Geometria.

Para cada una de las demostraciones se presenta una ficha en la que se incluye:
cuatro imagenes (momentos); el procedimiento generalizado utilizado para su
construccién; una explicacion justificativa de la demostracion y por tltimo, dicha
demostracién. Para observar todos los pasos de los que constan las construcciones
el alumno puede entrar en la pagina de GeoGebra creada por los autores de este
trabajo (https://www.geogebra.org/m/j6wRRyxB).

Por ltimo, aclarar que las conclusiones e implicaciones del trabajo se sustentan
tanto en la bibliografia revisada como en los resultados obtenidos y, en general, en
todos los procesos llevados a cabo.

§5. Datos y resultados

Partiendo de la revisién bibliografica e internet seleccionamos un total de 97
construcciones dindmicas sobre las demostraciones geométricas y algebraicas del
Teorema de Pitagoras. Teniendo en cuenta los niveles del estudio hemos seleccio-
nado 28 demostraciones del Teorema de Pitadgoras realizadas con GeoGebra; 10
son demostraciones algebraicas y 18 geométricas. Estas demostraciones, se han
clasificado de acuerdo al nivel educativo para el que estan orientadas, de forma
que seis corresponden a primer curso, doce demostraciones son para segundo y
diez para cuarto curso de la Ensefianza Secundaria (12-16 afios) como se muestra
en la Tabla 1.

Atendiendo al desarrollo madurativo de los alumnos podemos observar que
las demostraciones dirigidas a primer curso, son basicamente puzles, de manera
que las piezas en que se dividen los cuadrados construidos sobre los catetos deben
rellenar todo el drea del cuadrado de la hipotenusa. Esta es una forma motivan-
te para trabajar la relacién pitagorica, ya que ayuda al alumno a desarrollar un
comportamiento més inteligente que de tipo reflejo automatico (Barrantes, 1990).

Las demostraciones geométricas dirigidas a segundo curso, son demostraciones
realizadas por matematicos célebres o personalidades de otros campos, que en
algin momento de su trabajo han realizado una demostracién de dicho teorema.
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Geométricas Algebraicas
1° ESO 2° ESO 4° ESO
1. Puzzle 1: 7. Euclides (L. 33) 19. Bashkara (L. 36)
Hipotenusa/cateto menor =3 | 8. Liu Hui (L. 28) 20. Chou Pei Suan (L. 253)
2. Puzzle 2: 9. Platén (L. 98) 21. Pappus (L. 42)
30° < A <60°y30° < B <60° | 10. Dobriner (L. 18) 22. Vieta (L. 63)
3. Puzzle 3: 11. Perigal (L. 205) 23. Garfield (L. 231)
Cateto mayor/cateto menor=2 | 12. Ozanam (L. 16) 24. L. da Vinci (L. 46)
4. Puzzle 4: 13.]. Adams (L. 27) 25. H. Boad (L. 90)
Tridngulo rectdngulo isésceles | 14. Hoffmann (L. 240) | 26. Loomis 108
5. Puzzle 5: Lados 3,4y 5 15. Loomis 2 27. Thabit Ibn Qurra (a)
6. Caso Particular (L. 4) 16. Loomis 26 28. Thabit Ibn Qurra (b)
17. Poo-Sung-Park
18. A. G. Samosvat

TasLa 1. Demostraciones seleccionadas del Teorema de Pitagoras
(entre paréntesis aparece el nimero de la demostracién de Loomis).

Para la muestra, en este articulo, hemos seleccionados la demostracién clasica y
muy conocida de Euclides.

Por altimo, las demostraciones algebraicas de cuarto curso, son también demos-
traciones realizadas por celebridades de todos los tiempos entre las que hemos
elegido la del matematico Bashkara.

Si el lector estd interesado, el resto de las demostraciones clasificadas pueden ser
consultadas de manera electrénica en el Libro de GeoGebra “Pruebas del Teorema
de Pitdgoras”, en la padgina web: https://www.geogebra.org/m/j6wRRyxB.
También, en la Tabla 1 estan reflejadas todas las demostraciones construidas en el
estudio.

A continuacién, se muestran 3 ejemplos de las construcciones dindmicas cons-
truidas, cada una segtn su propia ficha y explicada en base a su contenido.

5.1. Ejemplo 1: Puzle tridngulo rectingulo isésceles. Esta de la relacién pita-
gorica posee el codigo (4.1.A), que significa que es la ficha nimero 4 en orden
ascendente de acuerdo al nivel académico al que pertenece, ademds que es una
demostracién de tipo geométrica (diseccién de dreas) y por ultimo también se
sabe que el uso de la construccion es mas indicado para primer curso debido a la
facilidad que presenta. Ademads de presentarlo como una construccién dindmica
(Figura 1), este puzle también se puede realizar en madera u otros materiales
y ser presentado a los estudiantes como un material concreto- manipulativo de
geometria, tal como se plantea en (Barrantes, 1998) y en el que se elige trocear en
piezas de puzles las figuras geométricas construidas sobre los cuadrados de los
catetos de un tridngulo rectangulo, para después recubrir con estas piezas la figura
construida sobre la hipotenusa.
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Ficha Puzle 4: Tridngulo rectingulo isésceles = Cédigo: 4. LA

N

e £ 4 z;

> = W >

Ficura 1. Momentos de la demostracion para tridngulos rectangulos
is6sceles.

Procedimiento: Podemos observar en la Figura 2, que las piezas del cuadrado de
la hipotenusa corresponden a un tangram cuadrado. Luego basta con construir las
piezas del geoplano cuadrado tomando como lado del cuadrado la hipotenusa. El
tridngulo rectangulo inicial, que aparece en morado, es el tamafio que se utiliza
para generar los dos tridngulos mayores del tangram. Asi pues:

1. Se construye el tridngulo rectangulo ABC' (morado).

2. Se construyen un tangram cuadrado de siete piezas de forma que el lado del
cuadrado coincida con la hipotenusa.

3. Podemos resolver a partir del cuadrado de la hipotenusa o a partir de los
cuadrados de los catetos.

4. En el segundo caso (momentos de la Figura 1), se trasladan los siete poli-
gonos construidos para completar el cuadrado que esté sobre el lado ¢ del
tridngulo ABC.

Explicacién: Esta demostracion es valida solo
en el caso de que el tridngulo rectdngulo inicial
es isdsceles por la construccién del tangram.

Demostracién: Se puede hacer una demostra-
cién formal, hablando mateméticamente, pero
en este caso hemos decidido hacer la demostra-
cién a partir de las propiedades del tangram. ‘

Si tomamos como unidad de medida el

tridngulo pequefio rojo, se puede comprobar A
(por ejemplo superponiendo las piezas) que

el cuadrado, el paralelogramo y el tridngulo Figura 2. Puzle triangulo rectan-
mediano miden 2 unidades y los tridngulos gulo issceles.
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grandes 4 unidades. Luego el drea del cuadrado sobre la hipotenusa seria 16 uni-
dades. Tomando las medidas de los cuadrados sobre los catetos obtenemos que
miden cada uno 8 unidades, lo que demuestra el teorema.

Este ejemplo, para su uso en el aula, tiene la ventaja que la demostracién puede
ser manipulada por el alumno mediante la sencilla construccién de un tangram
cuadrado. De esta forma, la demostraciéon mediante GeoGebra le va a ser mucho
mas facil de comprender y asimilar porque ya la ha vivenciado manipulativamente.
Esto es asi, asumiendo que los estudiantes conocen lo que es un tangram.

5.2. Ejemplo 2: Demostracién de Euclides. Esta demostracién de la relacién
pitagorica posee el cédigo (7.1.B), es una demostracién de tipo geométrica (compa-
racion de dreas equivalentes) indicada para el segundo curso. Es conocida como la
demostracién de Euclides y es clasificada en (Loomis, 1968) como la demostracién
numero 33. Euclides fue el primer matemético en demostrar geométricamente el
Teorema de Pitdgoras. Dicha demostracién se encuentra en su libro Los Elementos
numerada como [.47. El alumno puede investigar también sobre dicho texto y saber
que comienza con la definicién de “punto” y termina con el inverso del Teorema de
Pitdgoras cuyo enunciado dice: Si la suma de los cuadrados de dos lados de un tridgngulo
es igual al cuadrado del tercer lado, se trata de un tridngulo recto. La demostracién
basada en equivalencia de tridngulos, también, puede ser consultada en (Thomas,
1985).

Procedimiento:

1. Se construye el tridngulo rectangulo ABC (Figura 3).

2. Se construyen cuadrados sobre todos sus lados.

3. Se construye una recta perpendicular a la hipotenusa por el punto C, la
interseccién de esta recta con el segmento AB se llama P y con G'F se llama
E.

4. Se dividen por la diagonal los cuadrados construidos sobre los catetos en dos
triangulos semejantes a los construidos sobre el cuadrado de la hipotenusa
(imagen C de la Figura 3).

5. Mediante estos tridngulos semejantes, se traslada el cuadrado construido
sobre el cateto mayor al rectingulo BPEG (Figura 4).

6. Igualmente se traslada el cuadrado construido sobre el cateto menor al
rectangulo PAFE.

Explicacién: El segmento C'PE divide el cuadrado construido sobre la hipotenu-
sa del tridngulo ABC en dos rectdngulos que tienen areas iguales a las de los
cuadrados construidos sobre los catetos del tridngulo inicial. Es decir, el drea del
rectingulo BPEG es igual al area del cuadrado construido sobre el cateto mayor
y el area del rectdngulo PAF'E es igual al area del cuadrado construido sobre el
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cateto menor del tridangulo ABC'. Es decir, el cuadrado de la hipotenusa es igual a
la suma de los cuadrados construidos sobre los catetos.

Ficha demostracion de Euclides (Loomis 33)  Cédigo: 7.1.B

A

Ficura 3. Momentos de la demostracién de Euclides.

Demostracién: Sean a y b los catetos del trian-
gulo rectdngulo ABC'y c su hipotenusa, ade-
mas, A; es la suma del area de los cuadrados
construidos sobre los catetos y A, el drea del
cuadrado construido sobre la hipotenusa, esto
es: Aj =a? + 0%y Ay = A

Dividimos por la diagonal el cuadrado del
cateto mayor obteniendo dos tridngulos uno
de los cuales es ABHC. El tridngulo ABHC
tiene el mismo &rea que el tridngulo porque
la altura sobre la base BH es la misma.Se pue-
de comprobar que en los dos casos tienen la
misma medida que el segmento BC por cons-
truccién del tridngulo rectdngulo.

Figura 4. Demostracion Euclides.

Se tiene que ZHBA = ZCBG ya que cada uno de ellos es ZCBA + 90°; esto
implica que AHBAy ACBG son congruentes y su area es la misma drea. También,
el drea de AC'BG es igual al drea de ABG P porque la altura sobre la base BG es la
misma. Se puede comprobar que en ambos casos es la medida del segmento BP.
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Luego el area de AH BC es igual al drea de ABGP. Haciendo lo mismo con el
otro tridngulo formado en el cateto mayor llegamos a que el rectingulo BPEG es
igual al cuadrado sobre el cateto mayor. Si dividimos ahora el cuadrado del cateto
menor de igual forma, se llega a que el rectangulo PAF'E es igual al cuadrado

sobre el cateto menor. Como A; = Ay, se tiene que a? + b* = 2.

El potencial de esta demostracion, para su uso en el aula, estd precisamente en
su posibilidad de estudiar conjuntamente la historia de los matemaéticos griegos,
sus biografias y sus descubrimientos mds notables para hacer comprender a los
alumnos como se ha ido desarrollando la Geometria a lo largo del tiempo.

5.3. Ejemplo 3: Demostracién de Bashkara. Tiene de cédigo (19.11.C) y es del
tipo algebraica para cuarto curso. Bhaskara es también conocido como Bhaskara
IT o como Bhaskaracharya, que significa "Bhaskara el maestro”, nacié en 1114,
es probablemente el matematico indio de la antigiiedad mejor conocido. Estaba
dedicado a las matematicas y a la astronomia y aport6é una demostracion sencilla
del Teorema de Pitdgoras en su trabajo Bijaganita (cdlculo de raices).

Ficha Bashkara (Loomis 36)  Cédigo:19. I1.C

4
;;‘ -
/" -

- -

Ficura 5. Momentos de la demostracién de Bashkara (Loomis 36).

Procedimiento: El cuadrado sobre la hipotenusa se divide, como indica la Figura 5
(altima imagen), en cuatro tridngulos congruentes o equivalentes en area al dado
y un cuadrado de lado igual a la diferencia de los catetos.

Explicacién: Las piezas son reordenadas facilmente para formar una figura que
resulta ser la yuxtaposicién de los cuadrados sobre los catetos. Esta demostracion,
también, puede ser utilizada en los primeros cursos de la Ensefianza Secundaria
como una demostracién geométrica del tipo particion de los cuadrados.

Demostracién: Sean a y b los catetos del tridngulo rectangulo ABC' (Figura 6) y
c su hipotenusa, ademads, A; es el area de los 4 tridngulos de lados a y b mas la
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del cuadrado (cuyo lado mide b — a) construidos inicialmente; y A, el drea del
cuadrado construido sobre la hipotenusa. Al comparar sus dreas se obtiene:

Ay =4%b+(b—a)2
Ay =2

Como A; = A, se obtiene que
4%b+(b—a)2:c2

es decir ¢2 = a? + b2.

Ficura 6. Demostracion de Bashkara.

Esta demostracion también puede ser manipulable (ver puzle Figura 6), como
el primer ejemplo, por lo que la demostraciéon con GeoGebra ya cuenta con la
experiencia manipulativa del alumno. Desde el punto de vista histérico, este autor
admite muchas curiosidades y anécdotas que completan el estudio tedrico del
tema. Asi es recomendable su famoso libro Lilavati en el que ademads de su vida 'y
obra, ofrece una gran variedad de problemas en verso, dedicados a su hija, y que
comprenden varios temas de matematica basica y media que abarca aritmética,
algebra, combinatoria, geometria y trigonometria (Bhaskara, 2015), versién en
esparfiol.

§6. Conclusiones

Hemos presentado un conjunto de construcciones dindmicas sobre las demos-
traciones geométricas y algebraicas del Teorema de Pitdgoras, construidas con
GeoGebra de manera selectiva, en base a una revisién actualizada y habiendo
pasado por un proceso de clasificacion y disefio, en el que se incluyeron elemen-
tos did4cticos (procedimiento y explicaciéon) para favorecer su uso en el proceso
ensefianza y aprendizaje del teorema.
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Estas construcciones, consideramos, son un recurso importante para que el
profesor trabaje la propiedad pitagérica de una manera activa y dindmica pudiendo
ademas seleccionar, entra la gran variedad de demostraciones que ofrecemos, las
que considere mds acordes para el aprendizaje de sus alumnos.

Entendemos que el uso de software de geometria dindmica se ha convertido
en un recurso que, combinado con el correcto uso del profesor, puede favorecer
el aprendizaje en los alumnos debido al dinamismo en las construcciones, lo que
permite que haya una interaccion entre el conocimiento, el alumno y el profesor a
través de las construcciones geométricas (Barrantes y Barrantes, 2017).

El estudio propone al alumnado diferentes demostraciones clasicas de la pro-
posicion pitagodrica a la vez que se revaloriza la importancia de la demostracion
pitagorica, haciéndoles observar la cantidad de personas famosas, matematicos o
no, que se han preocupado por ella.

Las actividades dindmicas permiten explorar visualizaciones de la demostracién
pitagorica favoreciendo la construccién de conocimientos, a través de la mani-
pulacién directa del software de geometria dindmica; acciones que serfan maés
trabajosas utilizando l4piz y papel. Los alumnos experimentan dificultades y lo-
gros de actividades que, aunque parecen actuales, han sido planteados y resueltos
hace muchos siglos.

En futuros trabajos abordaremos las aplicaciones del Teorema de Pitdgoras con
el disefio de construcciones dindmicas que tengan que ver con problemas, juegos y
curiosidades del mismo. Entre algunos de estos problemas, se pueden mencionar
los cuadrados mégicos pitagdricos, las ternas pitagoricas, el problema del inverso
del teorema, problemas de la historia de las Matematicas, la generalizacién al
espacio, el analogo del teorema en la geometria sélida y la relacion entre el teorema
y la sucesién de Fibonacci (Barrantes, 1998).

Evidenciamos de esta manera la importancia y posibilidades que tiene el Teorema
de Pitdgoras dando lugar a un sin nimero de demostraciones y aplicaciones que
lo convierten en un auténtico problema abierto de la ensefianza y aprendizaje de
la geometria.

La realizacion de estas actividades deben producir un cambio en las concepciones
de los profesores y alumnos hacia una nueva mirada de la Geometria, distinta de
la tradicional de libro y pizarra, en la que el alumno es el eje del aprendizaje de
una materia basica en su vida diaria y laboral (Barrantes y Blanco, 2006).
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Las cigarras y los nameros primos

Nota editorial por Juan Carlos Pedraza

D URANTE el mes de enero de este afio se pudo leer en un periédico de Illinois

Si prefiere masticar vidrio en lugar de escuchar la fuerte llamada de
apareamiento de miles de millones de cigarras de 17 afios, mayo podria
ser un buen momento para salir de Illinois (Dalbey, s.f.)

El titulo, replicado en varios medios locales, llam6 mi atencién y me record6 una
anécdota que vincula a estas cigarras, al trovador estadounidense Bob Dylan y a
los niimeros primos.

Era la primavera de 1970. Bob Dylan se encontraba en la Universidad de Prin-
ceton para recibir un doctorado honorifico. Desde el bosque que circunda a la
universidad, Dylan pudo escuchar el ensordecedor “canto” de cientos de miles
de cigarras similares a las que podemos escuchar los dias calurosos en muchos
parajes de nuestro pais que también llamamos chicharras o coyuyos, segtin la re-
gion.

Esto inspir6 a Dylan para componer Day of the Locust (Dia de la Langosta). Tal
vez Dylan debi6 llamar a su tema Day of the Cicada (Dia de la Cigarra) ya que no
eran langostas; pero podemos concederle a un Premio Nobel de Literatura, esa
licencia poética o el derecho a la ignorancia de tal hecho.

Lo cierto es que Bob Dylan no se encuentra muy a gusto en el ambiente acadé-
mico donde debe recibir su diploma, por lo menos eso dice la letra de la cancién
(Dylan, s.f.):

I glanced into the chamber where the judges were talking.
Darkness was everywhere, it smelled like a tomb.

I was ready to leave, I was already walkin’.

But the next time I looked there was light in the room.
And the locusts sang, yeah, it give me a chill.

Oh, the locusts sang such a sweet melody,

Oh, the locusts sang their high whining trill.

Yeah, the locusts sang and they were singing for me.
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Eché un vistazo a la sala donde hablaban los jueces.
Tinieblas por todas partes, aquello olia a tumba.

Yo estaba listo para irme, ya emprendia la marcha.
Pero cuando volvi a mirar habia luz en la habitacion.
Y cantaron las langostas, si, y senti un escalofrio.
Las langostas cantaron una dulce melodia,

las langostas cantaron quejumbrosos gorgoritos.

Si, las langostas cantaron y cantaban para mi.

Estas cigarras, como otras variedades que se encuentran en el este de Estados
Unidos tienen algo muy particular: durante 17 afios permanecen ocultas bajo tie-
rra en forma de ninfas, recogiendo nutrientes de las raices de los drboles. Durante
el mes de mayo en el que Dylan estaba en Princeton, como lo habian hecho 17
afos antes, salieron al exterior para una bacanal que duraria unas pocas semanas.
En ellas, comen, fundamentalmente se aparean, las hembras ponen sus huevos y
mueren. Son, en promedio, medio millén de cigarras por hectérea y solo los ma-
chos “cantan” para atraer a las hembras (en realidad poseen unos sacos con aire
que funcionan como cajas de resonancia). El concierto es tan ensordecedor que
muchos vecinos de la zona suelen irse de alli durante esos dias tal como invita el
titulo del periédico de Illinois. Se las puede oir a casi dos kilémetros de distancia.

Pero ;por qué 17 afios? ;Por qué tanta exactitud? ;Por qué su ciclo de vida es
un nimero primo? ;Es casualidad? Es probable que no porque estas cigarras que
se guian por el nimero primo 17 no son la tnica variedad que se guia por un
numero primo. Otras variedades de cigarras, por ejemplo, tienen un ciclo de vida
de 13 afios, como ocurre en Alabama. Y otras pocas, el niimero 7. Todos niimeros
primos.

Esta mdagica relacion de las cigarras con los ntimeros primos la explica el mate-
maético y divulgador Marcus du Sautoy de la Universidad de Oxford en su libro
La miisica de los niimeros primos (du Sautoy, 2003). Su teoria, se basa en

la posible existencia de un depredador que también solia aparecer pe-

riédicamente en el bosque, coordinando su llegada para que coincidiera
con la de las cigarras y ddndose el festin con los insectos recién apareci-
dos. Aqui es donde irrumpe la seleccion natural, porque las cigarras que
regulan sus vidas con un ciclo que es un niimero primo se encontrarin
con los depredadores con mucha menos frecuencia que las cigarras con
un ciclo que no es un niimero primo.

Supongamos, por ejemplo, que los depredadores aparecen cada cinco afios. Las
cigarras que aparecen cada 17 afios s6lo coincidiran con los depredadores cada 85
afios, ya que 5y 17 no tienen factores comunes. Serd mejor para ese depredador
buscar otro alimento...
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Historia incompleta de un fracaso

El estudio de los ntimeros primos ha sido motor de la teoria de ntimeros que se
pensaba del reino exclusivo de la matematica pura, alejada de toda contaminacién
préctica. Sin embargo, esta teoria ha servido para generar en las tltimas décadas,
sofisticadas técnicas de encriptacién, fundamentales en el desarrollo de internet,
en la defensa y en la seguridad bancaria entre otras muchas aplicaciones.

Desde la creacién de los sistemas de numeracién y las operaciones, entre ellas
la de multiplicar dos nimeros, se pudo observar que unos se obtienen a partir
de otros usando esta operacién. Por ejemplo: el 30 se obtiene de multiplicar el 5
y el 6. Pero como el 6 es 2 por 3, resulta también que el 30 es el producto de tres
factores: 2 por 3 por 5. El nombre factor viene de hacedor o fabricador. Es decir, el
2, el 3 y 5 hacen o forman el 30. ;Qué nos detiene en este proceso de factorizar
el 30? Tanto el 2 como el 3 como el 5 no pueden ser formados por ningtn otro
numero. Mientras que podriamos sacar el 30 de la lista de nimeros, sabiendo que
lo podemos fabricar con solo multiplicar adecuadamente sus factores, el 2, el 3y
el 5 son insustituibles. En este proceso de fabricacién de los nimeros a partir de
otros usando la multiplicacién, los nimeros primos (los insustituibles) vienen a
jugar el papel de los a&tomos de la aritmética y alli radica tal vez su importancia.

Tal vez el primer intento fue hacer una lista de estos niimeros. La lista no solo
es “larga”, sino que también es cadtica:

2,3,5,7,11,13,17,19, ...

Salvo el 2 todos son impares pero no todos los impares estdn en la lista. No habia
una forma de saber cuél seria el préximo nimero primo y si siempre habria un
proximo.

La matemadtica busca regularidades, patrones que puedan predecir de qué va
la cosa. Encontrar la regularidad de un objeto de estudio, encontrar su ritmo, es
como amansar un caballo salvaje. Los primos resultaron ser a lo largo del tiempo
unos nimeros salvajes que no se dejaron domar.

Los Elementos de Euclides tiene la primera demostracién de que siempre hay
un primo después de otro. Es decir, que hay infinitos primos. Se puede leer en
los Elementos: supongamos que 2, 3 y 5 son los tinicos nimeros primos que hay
y que todos los demds ntimeros son, en contrapartida, compuestos y se pueden
obtener a partir de ellos. Se fabrica un nuevo ntimero: producto de estos tres y
anicos primos més 1:

2x3x5+1=31
Ni 2, ni 3, ni 5 dividen en forma exacta a 31 ya que siempre da resto 1 en la divisién
porque asi fue construido. O bien 31 es un nuevo nimero primo, o bien esta for-
mado por otros ntimeros primos que no estdn en la lista de los tres tinicos primos.
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Sabemos que 31 es primo, con lo cual estamos en el primer caso. Pero cualquiera
sea el caso, esto contradice que s6lo haya tres niimeros primos. Este razonamiento
se puede hacer con cualquier cantidad finita de ndmeros primos y siempre se lle-
ga a la misma contradiccién: hay un ndmero que o bien es un primo que no esta
en la lista o bien hacen falta nuevos nimeros primos para construirlo. Por lo tanto
hay infinitos nimeros primos. Decia Godfrey A. Hardy (1877-1947) al referirse
a este razonamiento de reduccion al absurdo: el ajedrecista sacrifica una pieza para
ganar una partida, el matemdtico ofrece la partida misma para llegar a la verdad.

Pasaron 2100 afios. Nadie podia encontrar la cadencia, el ritmo de estos nime-
ros al tiempo que nuevos problemas, desarrollos y conjeturas nacian al compas de
su erratico andar.

En 1792 un chico de 15 afios recibié como regalo de cumpleafios una tabla de
logaritmos que tenia al final, una larga lista con los primeros nimeros primos. El
joven era Carl Fiedrich Gauss (1777-1855). El, como tantos otros, no podia esta-
blecer un patrén que permitiera predecir cuél seria el siguiente ntimero primo.
Pero Gauss (un adolescente por entonces), tuvo una nueva mirada. En lugar de
preocuparse por encontrar una férmula, se pregunté cémo estaban distribuidos.
Observo que entre los primeros diez nimeros, habia abundancia de ntmeros pri-
mos:el 2, el 3,el5,el 7. Eran 4, casila mitad. Vio que esta abundancia de primos que
se comprueba entre los primeros ntimeros se iba disipando conforme se exploran
ntimeros mds grandes. Lo sorprendente para Gauss era que lo hacian siguiendo
cierta cadencia ritmica: mientras que entre los primeros diez casi la mitad eran
primos, entre los cien primeros niimeros, una cuarta parte de ellos eran primos,
entre los primeros mil solo la sexta parte aproximadamente resultaban ser primos,
entre los primeros diez mil apenas uno de cada ocho de ellos era primo y entre los
primeros cien mil lo eran 1 de cada diez aproximadamente. Cada vez que agre-
gaba un cero a la cantidad de ntmeros, la proporcién de primos disminuian con
cierta regularidad, con un nimero cercano a 2 como factor de regularidad. Una
breve tabla muestra esta cadencia descubierta por Gauss. Llamé6 () a la cantidad
de primos que no superan a x

x m(x) | z/m(x) | diferencia

10 4] 2,500
100 25| 4,000 1,500
1.000 168 | 5,952 1,952
10.000 1.229 | 8,137 2,185
100.000 9.592 | 10,425 2,288
1.000.000 | 78.498 | 12,740 2,315
10.000.000 | 664.579 | 15,047 2,307

(donde en la cuarta columna se da la diferencia entre dos proporciones consecu-
tivas de la tercer columna).
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Aunque seguramente Gauss no tenia una lista de primos tan grande, pudo ver
que este factor que al principio se parece a 2, en realidad se parece mucho mas a
2,305. En la misma tabla que tenia Gauss en sus manos pudo ver que este nimero
es bastante aproximado al In(10). En otras palabras, él observa que cuando x = 10",
entonces 75 se parece a In(10) x n, es decir

X

) ~1n(10) x log,y(z) = In(x).

Conjeturé entonces que la cantidad de primos 7(z), que no superan a z, se podia
T

In(x)’
1.000.000.000

7(1.000.000.000) = 50.847.534 y In(1.000.000.000) =48.254.942.

El cociente de ambas cantidades es un niimero cercano a 1 (1,054). El error es de

aproximar en forma asintética mediante la férmula Por ejemplo,

apenas el 5 %.

Gauss no pudo demostrar su conjetura y hubo que esperar hasta 1896, para
que Jacques Hadamard (1865-1963) y Charles Jean de la Vallée Poussin (1866-
1962) demostraran en forma independiente que la conjetura era cierta. Los pri-
mos tenfan una musica propia, aunque todavia no se sabia (atin no se sabe) la
partitura completa. La demostracién de estos dos matematicos se basaba en un
descubrimiento prodigioso realizado por un discipulo de Gauss de la Universi-
dad de Gotinga. En 1859 descubri6 una relacion inesperada entre la distribucion
de los ntimeros primos y la misteriosa funcion zeta.

Georg Fredrich Bernhard Riemann (1826-1866) era un estudiante timido, hi-
pocondriaco y poco afecto a socializar con sus compafieros. Entré a estudiar en
Gotinga en 1846. Riemann se dio cuenta de que el gréfico de la funcién zeta, le
proporcionaba un escenario tridimensional que podia servir para estudiar los na-
meros primos. Obtuvo asi un fascinante paisaje con extensas mesetas, depresiones
abismales y cordilleras infinitas. Pero no era esto lo interesante del paisaje sino que
en los valles habia ciertos lugares a nivel del mar (los ceros de la funcién), que pa-
recian estar distribuidos de una manera muy particular. Los ceros de la funcién,
parecia que estaban todos alineados y que tenian una conexién estrecha con la dis-
tribucién de los nimeros primos. Podriamos decir que los ceros daban las notas
de la mtsica que se estaba buscando. Los ceros de la funcién zeta pueden inter-
pretarse como frecuencias arménicas en la distribucién de los nimeros primos.
Riemann habia encontrado una regularidad, un patrén. Pero Riemann no pudo
demostrar lo que intuia ni disfrutar la fama que le trajo. La guerra entre Hanover
y Prusia hizo temer a Riemann que una bala lo encontraria en las calles de Gotinga
y se fue a Italia. A las tres semanas, con solo 39 afios, murié de tuberculosis.
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Esta conjetura de que todos los ceros de la funcién zeta estan alineados se llama
desde entonces la hipétesis de Riemann y se convirtié en el desvelo de varias gene-
raciones de matematicos, En 1914 Hardy demostr6 que habia infinitos ceros de la
funcién zeta sobre la recta critica. Un avance asombroso pero que no cerraba el
problema. El desafio es uno de los siete problemas del milenio y por su resolucién el
Instituto Clay de Matematica establecié un premio de un millén de délares. Poco
dinero para tamafia proeza...

Lo cierto es que en mayo de 2021, 51 afios después (17 por 3 ®) de que Dylan
recibiera su doctorado en Princeton, la dulce melodia de las cigarras volvera a re-
petirse. ;Saben acaso las cigarras la musica de los nimeros primos? La préxima
cita serd en la primavera de 2038. Tal vez para ese entonces, sepamos algo mas
sobre este misterio y sobre la musica de los nimeros primos. Tal vez para enton-
ces, la hipétesis de Riemann haya sido por fin demostrada o todavia mejor, nue-
vos desafios se hayan planteado en pos de su solucién. En tiempos de pandemia,
donde el esfuerzo colectivo y solidario pareciera ser el camino para que nuestra
especie encamine virtuosamente su futuro, esta historia, como tantas otras de la
ciencia, brinda evidencia de ello. La humanidad atraviesa centurias en el intento
de resolver problemas con una tenacidad admirable y asombrosa. Los individuos,
en cambio, con frecuencia somos alcanzados por el desanimo y la frustracién ante
los obstaculos que imponen las circunstancias. Marfa Elena Walsh, cuando canta-
ba al sol como la cigarra, nos decia con sabiduria que a la hora del naufragio y de la
oscuridad alguien nos rescatard, para ir cantando. No nos podemos dar el lujo de no
formar parte de ese esfuerzo.

La misteriosa funcidon zeta

La funcidn zeta se define como una suma infinita:

[ee)

*) ¢(s) =2, —

donde los valores de s se toman sobre los ntimeros complejos. Cuando la parte real
de s es mayor que 1, se obtiene una suma infinita convergente que define, en ese
semiplano, una funcién analitica, esto es, que se puede expresar como una suma
infinita de potencias y resulta ser suave ella y todas sus derivadas. Por ejemplo es
conocido el valor de la funcién zeta para s = 2:

oo 7T2
C(2)=;ﬁ=g-

La funcién zeta se puede extender en forma analitica (se llama prolongacion ana-
litica) para el semiplano complejo con parte real menor que 1. Ademds, ( satisface
una ecuacién funcional que relaciona los valores para s con parte real menor que
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1 con los de s de parte real mayor que 1:

(**) ((s) =27 sen(Z) [(1-5) ((1-s).
Esta ecuacién (que involucra a la
funcién gamma, extension del factorial 30

en el sentido que I'(n) = (n - 1)! cuan-
do n es un ntimero natural) permite
ver que la funcién zeta se anula so-
bre los nimeros enteros pares negati-
vos (la funcién seno se anula cuando s 10
es par en esta ecuacién). A estos ceros
se los llama triviales ya que se los obtie-

Im(s)

ne facilmente de la ecuacién funcional.
Pero ademas tiene otros ceros llamados
no triviales. La hip6tesis de Riemann di- —10
ce que estos ceros son todos de la forma
s = & + bi. Es decir estan en una mis-
ma recta, llamada recta critica. La Figu-
ra 1 (Wikipedia, s.f.) muestra el “colo-
reo del grafico” de la funcién (: prime- 50 o 0 10 a0
ro se le asigna un color a cada nmero Re(s)

complejo, y luego a cada complejo s se
lo colorea con el color asignado a ((s).

Ficura 1. Coloreo del gréfico de la funcién ¢. Ex-

. L . . traida de Wikipedia, Riemann zeta function.
En la imagen se distinguen ciertos “nu-

dos”: sobre el eje real corresponden a
los ceros triviales en los s negativos pares y a la singularidad en s = 1; y sobre la
recta critica correspondiente a parte real igual a 1 los nudos corresponden a los
ceros no triviales en s = 1 + 14,144, 5 + 21,024, § +25,014.
La primera conexién con los nimeros primos la establecié Euler al mostrar que:
1 1 1 1 1 1
)= T T o o = 1-p

p primo

vélida para los complejos con parte entera mayor que 1. Es fascinante seguir el
razonamiento de Euler para s = 1 donde la funciéon zeta es la serie arménica que
sabemos que es divergente. Esto produce una nueva demostraciéon de que hay
infinitos primos o bien, sabiendo eso, que la serie armonica es divergente (Mufioz,
2011).

Para terminar, queremos destacar que a partir de la ecuacién funcional (**), y
sabiendo que ((2) = %2, se obtiene

((-1)=2"n"%sen(F) ['(2) ¢(2) = -%.
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Esta es una curiosidad interesante pues “establece la falsa igualdad”

1+2+3+-4n+--= Z%:g(—n:—L
n=1
Esta “loca identidad” estaba incluida, entre otras identidades asombrosas, en la
carta que Srinivasa Ramanujan (1887-1920) le enviara a Hardy pidiéndole se pu-
blicaran sus teoremas si encontraba algtin valor en ellos. Tal vez el primer impulso
de Hardy fue arrojar la carta de Ramanujan al fuego en ese frio enero de 1913 en el
Trinity College de Cambridge. Pero cuando vio junto con J.E. Littlewood (1885
1977) la conexién que tenia con la funcion zeta, se convencieron de que tal vez
estaban ante un genio de escala nunca imaginada por ellos (Leavitt, 2011). Al afio
siguiente de la llegada de esa carta, Ramanujan estaba trabajando junto a Hardy.
Para él, segtin sus propias palabras, el descubrimiento de Ramanujan fue el aporte

mas importante que hizo a la matematica.

La falla en la argumentacion esta en que no es correcto que Yoo, -1 = ((-1)
pues la férmula (*) solamente es vélida para los nimeros complejos s con parte
real mayor que 1. Hay sitios y videos en internet que discuten mas en detalle esta
falsa igualdad, por ejemplo (Mathologer, 2020).
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UNA CONSTRUCCION DE LAS REGLAS DE
CALCULO DE LOS NUMEROS ENTEROS
A PARTIR DE LA MANIPULACION DE
EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Patricia Detzel, Marfa Elena Ruiz y Lucas Colipe

REsuMEN. En este articulo presentamos parte de un trabajo desarrollado en un proyecto
de investigacion, en el que abordamos, en forma conjunta investigadores y profesores de
matematica de escuelas secundarias, la problematica de la ensefianza de los ntimeros ente-
ros desde una perspectiva colaborativa. Dicha problematica era una preocupacién de los
profesores de matematica, debido a las dificultades que observaban en sus alumnos, en
particular en relacién a la manipulacién de los signos en los célculos. Para ello acordamos
en conjunto, estudiar y adaptar una propuesta de ensenanza en la que se aborda la intro-
duccién de los ntimeros negativos conjuntamente con el 4dlgebra. Transitamos un proceso
de esclarecimiento que nos permitié cargar de sentido un recorrido, en el que surgen las re-
glas de célculo para la suma, resta y multiplicacién de sumandos y sustraendos apoyadas
en los conocimientos de los niimeros naturales, donde las expresiones algebraicas tuvieron
un rol fundamental. Desarrollamos en este articulo, parte de los anélisis y reflexiones que
llevamos a cabo profesores e investigadores en ese proceso para la adaptaciéon de dicha

propuesta.

Palabras clave: nimeros enteros, actividad matematica, ruptura entre aritmética y lgebra, ense-

flanza escuela secundaria.
Keywords: integers, mathematical activity, gap between algebra and arithmetic, secondary school

teaching.
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ABsTRACT. This article presents part of a research developed in collaboration, by math edu-
cation researchers and teachers of mathematics at the secondary level. The work addresses
the problems encountered by teachers when teaching integers, and the difficulties students
had grasping the concept, particularly in reference to the sign manipulation needed to carry
on computations. Because of this premise, we all decided to study and make adaptations
to an instructional proposal focused on the presentation of the negative integers together
with that of algebra. We navigated a process of clarification that gave room for us to follow
a meaningful path where the rules of addition, subtraction, and multiplication can be de-
veloped based on the knowledge of natural numbers. The role of algebra was fundamental
in following this path. This article provides the analysis and reflections of the researchers

and math teachers while adapting the original instructional approach.

§1. Introduccién

Este trabajo se enmarca en un proyecto de investigacién que desarrollamos
en la Universidad Nacional del Comahue (UNCo), en el que abordamos, en for-
ma conjunta investigadores y profesores de matematica de escuelas secundarias,
problematicas de la ensefianza de la matemadtica desde una perspectiva colabo-
rativa (Desgagné, Bednarz, Couture, y Lebuis, 2001; Bednarz, 2015, 2013, 1997).
En particular, en este articulo nos centramos en una experiencia compartida con
profesores que consisti6 en el estudio y adecuacién a sus aulas, de una produccién
de investigacion en didactica de la matematica.

A partir de la demanda de los profesores, preocupados por dificultades que
tienen los estudiantes en el transcurso de la escuela secundaria, en relacién a la
manipulacién de los signos en los célculos, acordamos abordar conjuntamente la
problematica de la ensefianza de los niimeros negativos, en los primeros afios de la
educacién secundaria. Para ello nos basamos en el trabajo desarrollado por Eva Cid
en su tesis doctoral (Cid, 2015), quien propone introducir los nimeros negativos
conjuntamente con el dlgebra. Asi, aceptamos involucrarnos en un proceso de
readaptacion de dicha propuesta para la ensefianza de los nimeros enteros, cuya
experiencia tuvo lugar desde 2013 hasta 2019 en escuelas de Rio Negro y Neuquén.

En este sentido, (Perrin-Glorian, 2011; Perrin-Glorian y Baltar Bellemain, 2019),
destacan la importancia de estudiar la adaptacion de ingenierias didacticas' a
las condiciones ordinarias de ensefianza y a las necesidades de los docentes. Los
espacios colectivos de trabajo entre docentes e investigadores, constituyen un
escenario favorable para discutir con los docentes las cuestiones fundamentales
que se ponen en juego en tales secuencias de ensefianza mds que para difundir
los productos acabados (Sadovsky, Itzcovich, Quaranta, Becerril, y Garcia, 2016).
En este caso, discutir la contextualizacion y descontextualizacién de los modelos

ILa ingenieria didéctica nace en el campo de la didactica de la matematica francesa y se centra en
modelar situaciones de ensefianza, para asi permitir el estudio de su funcionamiento en las aulas.
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matematicos y los diferentes funcionamientos de algunos objetos en aritmética y
en dlgebra, entre otros, fueron asuntos importantes de esta propuesta para llevar
adelante una posible gestién de las actividades en las clases.

En la propuesta (Cid y Ruiz-Munzén, 2011) que analizamos y estudiamos se
construyen reglas de cdlculo para sumar, restar y multiplicar los nlimeros ente-
ros. Esta construcciéon toma como base conocimientos del calculo aritmético que
los estudiantes disponen y se propone, mediante rupturas, hacerlos evolucionar
hacia nuevos conocimientos propios del algebra. Segun estas autoras (Cid y Ruiz-
Munzén, 2011), “Ia razén de ser”* de los nliimeros negativos se encuentra en el
célculo algebraico, es decir, en la medida en que se avanza en la gestién de dichos
célculos, a partir de la manipulacién de determinadas expresiones algebraicas,
se gana en comprension en la operatoria de los nlimeros enteros. Para ello, se
parte de problemas del mundo sensible, que dan lugar a crear modelos que son
expresiones algebraicas o programas de calculos aritméticos (PCA)?, para luego
centrar el estudio en el funcionamiento de los mismos. Ademaés de crear el modelo,
es importante aprender a trabajar con el mismo. El problema en contexto permite al
estudiante “hacer” y controlar que lo que hace funciona, admite una resolucién
a partir de las acciones de afiadir, quitar, ganar, perder, subir, bajar. Sin embargo, la
produccion de una expresion algebraica y el anélisis del desarrollo de los calculos
involucrados en la misma, permitird reemplazar estas acciones por las de sumar y
restar. Es necesario entonces, un proceso de descontextualizacion, en el que esos
modelos se tomen como objeto de estudio, dando posibilidad a que emerjan las
reglas de calculos entre sumandos y sustraendos que se constituirdn en el soporte
para la operatoria de los nimeros enteros.

Por otro lado, se asocian conceptos matematicos con problemas cuya resolucién
permite, a partir de saberes disponibles, elaborar relaciones que daran lugar a
conocimientos nuevos. En nuestro caso, esos conocimientos nuevos que circularan
en la clase, forman parte de la propuesta de ensefianza y son inéditos para el
ambito escolar. Los mismos y su vinculo con las actividades fueron ideados en
el &mbito de una investigacién (producto de una tesis doctoral) en la que no
habiamos participado (docentes e investigadores de este grupo colaborativo).
Entonces, comprender el andamiaje construido con los problemas en contexto,
la manipulacién de expresiones y el trabajo con sumandos y sustraendos, que
permite conectar los saberes conocidos (los ntimeros naturales) y los que se desea

2La teoria antropolégica de los didéctico (TAD) propone un paradigma didactico de cuestiona-
miento del mundo que propugna una presentacién funcional del saber. Esta manera de entender la
ensefianza de las matematicas convierte los procesos de modelizacién matematica, tanto externa
como interna, en el eje que vertebra dicha ensefianza, proporcionando las razones de ser que dan
sentido a los objetos matematicos y poniendo de manifiesto las relaciones que existen entre ellos,
en vez de presentarlos como objetos aislados (Cid, Mufioz-Escolano, y Ruiz-Munzén, 2020).
3(Chevallard, 2005) le da el nombre de programa de calculo aritmético (PCA) a una cadena de
operaciones aritméticas que se realizan a partir de los datos de un problema.
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ensefar (los nimeros enteros), fue una cuestion a esclarecer. Tal reconstruccién
de ideas conlleva a (re)disefiar un recorrido que asegure una coherencia entre los
aprendizajes y lo que se quiere ensefiar (Sadovsky y cols., 2016). Asf, el proceso
de adaptaciéon compartido (investigadores y profesores) nos permitié avanzar en
comprension de ese andamiaje, involucrdndonos en un recorrido de estudio para
una construccioén escolar de las operaciones suma, resta y producto de nimeros
enteros, apoyada en los conocimientos de los nameros naturales. Dicho recorrido
estd atravesado por rupturas entre concepciones y modos de calcular que viven en
la aritmética y que evolucionan a nuevas concepciones y funcionamientos en el
algebra. En este texto compartimos parte de ese recorrido que permite evidenciar el
potencial de expresiones algebraicas que surgen de los problemas, como objeto de
estudio para construir reglas de calculos de sumandos y sustraendos emergentes,
las que a su vez permiten cargar de sentido a la operatoria de ntimeros enteros.

§2. Acerca de la construccion de las reglas de calculo para sumar

Como lo mencionamos anteriormente, la razén de ser de los nimeros negativos
se encuentra en el dlgebra. Es importante reconocer que, en la suma, una ruptura
entre lo aritmético y lo algebraico, aparece con el cambio de significado de los
signos + y —. En aritmética tienen un significado binario, determinan operaciones,
mientras que en dlgebra pasan a tener otros significados como los de operador
unario y predicativo (Detzel y Martinez, 2017).

Esto nos condujo a que, en los espacios de estudio compartidos con los docentes,
tuviéramos que resignificar ideas que permitan construir lazos entre “sumas y
restas de nimeros naturales” con “una suma de enteros que no se escribe”. Nos
llevé asi, a reconocer que en el procedimiento 9 — 5 —2 4+ 5 = 9 — 2 se estd
resolviendo una suma que no aparece: 9 + (—5) + (—2) + (+5). Y por otro lado
advertir que los significados de los signos + y — cambian segtin las decisiones que
se toman en los cdlculos. Por ejemplo, en la expresion 12 — 4 — 5 + 4 si se hace
12—4-54+4=8—-5+4=3+4 = 7los signos + y — estarian funcionando
como operadores binarios y se estarian resolviendo sumas y restas entre ntimeros
naturales. Sin embargo, sise resuelve 12 —4 —5+4=12-5-4+4=12-5=7
los signos + y — estan funcionando como predicativo (signo que acomparia al
numero). En este caso se esta resolviendo la suma de los términos +12, —4, —5
y +4, donde el signo binario, que indica la suma entre ellos, no aparece. Es una
suma no escrita la que habilita ese modo de hacer, la resta entre naturales no es
conmutativa. Reconocer que en este calculo estan involucradas implicitamente
las propiedades asociativa, conmutativa, existencia del neutro y de los opuestos,
propias de una suma de los ntiimeros enteros, es lo que posibilita entrar en un
proceso de construcciéon de dicha operacion.
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El tratamiento de expresiones tales como 4 — 10 + 3 + 10 donde la sucesién
de cédlculos de sumas y restas como ntimeros naturales no es posible, dispone a
iniciar un trabajo para facilitar resoluciones del tipo4 +3 - 10+ 10 =4+3 =7,
donde la suma de nimeros enteros a nivel implicito es el saber involucrado. La
evolucién de un célculo aritmético a un célculo de tipo algebraico implica abordar
los diferentes sentidos de los signos + y —, también lograr que las sumas y restas
de naturales avancen transformandose en una suma implicita de enteros. Un
modo de realizar ese proceso, segiin lo proponen (Cid, 2015; Cid y Bolea, 2010),
es a partir de construir reglas de calculos de sumandos y sustraendos usando
expresiones algebraicas. Con estas reglas para simplificar expresiones, esta presente
la idea de suma como composicién de traslaciones y los significados, operativo
binario generalizado, de los signos +y — (Barrio y Petich, 2018). Es decir, operar
con sumandos y sustraendos, permite que funcione la suma a nivel implicito de
nimeros enteros donde valen las propiedades conmutativa y asociativa (cuestion
que se pierde si se piensa s6lo en sumas y restas de niimeros naturales). También
se va estableciendo una representacién horizontal por sobre la vertical.

2.1. Actividades para construir las reglas de cdlculo para sumar. En un princi-
pio las actividades propuestas corresponden a problemas aritméticos contextuali-
zados donde la falta de alguno de los datos necesarios para resolverlos, fuerza a la
utilizacién de letras y de este modo la solucién a un problema cambia de status, ya
no es un numero, sino que es una expresion algebraica. Serd necesario, entonces,
habilitar un contexto algebraico en el que el modelo x — a + b posibilite calculos que
permitan gestionar el paso de expresiones del tipo x — 9 4 7 a su forma reducida
T — 2.

Los problemas contextualizados del tipo:

» Ana lleva sus figuritas para jugar en la escuela. En el primer recreo
pierde 9 y en el segundo recreo gana 7. ;Con cudntas figuritas
vuelve a su casa?

» El colectivo KoKo sale de Roca y viaja a Neuquén con cierta cantidad
de pasajeros. En Allen bajan 15y suben 12, luego en Cipolletti bajan
38 y suben 42. ;Con cudntos pasajeros llega a Neuquén?

dan lugar a encontrar respuestas en el contexto. En el primer caso, una respuesta
posible es: “llega con dos figuritas menos”; en el segundo caso una respuesta
odria ser: “llega a Neuquén con un pasajero mas”.
]

Los problemas descontextualizados del tipo:
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» Un chico, al hacer los deberes, tiene que simplificar unas expresiones
algebraicas. Lo hace de la sigquiente manera:

(a) d—7—-44+10=d-3+10=d—13.
(b) 271—q—8—-8=2T—q—0=27—q.
(c) 1I8—5+2x+5—-8=1842—-8=18—-8+z=10+=.

;Crees que el profesor le pondrd un bien?

dan lugar a trabajar la justificaciéon de las igualdades. Aqui se ponen en juego las
reglas de calculo para determinar si las simplificaciones estdn bien realizadas. Un
error del tipo d — 3 + 10 = d — 13 es una produccién que pone de manifiesto “un
modo de hacer” que tuvo su éxito en el dominio de la aritmética y que es necesario
hacerlo consciente y rechazarlo para dar lugar al nuevo célculo. En aritmética
es relativamente frecuente que los alumnos realicen, de izquierda a derecha, las
secuencias de sumas y restas indicadas. En este caso, la primera sucesiéon de cuentas
que pueden reconocer es 3 + 10, ya que a d no se puede restar 3. Haber percibido
esta situacion fue un hecho muy importante en el grupo de discusién en el espacio
colaborativo, pues permitié dar una interpretacién a un hecho muy recurrente en
las clases.

Entre los dos tipos de problemas descriptos anteriormente, contextualizados y
descontextualizados, se tiene que dar un proceso donde hay que lograr que las
expresiones algebraicas se tomen como objeto de estudio. Para ello hay que crear
lazos entre la equivalencia de las expresiones z — 9 4+ 7y  — 2, apoyada por el
contexto, por ejemplo “fiquritas perdidas y ganadas” con el calculox — 9+ 7 =2 — 2,
apoyado en las reglas “restar 9 y sumar 7 es lo mismo que restar 2”. El tltimo problema
pone en discusién el modo en que se realizan esas cuentas, permitiendo poner
en evidencia la diferencia entre los calculos aritmético y algebraico. El paso de la
actividad aritmética a la algebraica supone transitar de un célculo entre nameros
sin determinaciéon (ntmeros absolutos) a un célculo en el que hay que tener en
cuenta la condicién de sumandos y sustraendos de los ntimeros.

A partir de problemas de este tipo se favorece la circulacién en la clase de los
siguientes conocimientos: “la respuesta a un problema puede ser una expresién

v,

o una relacion (no solamente un nimero)”; “si no se conoce un dato, se usa una
letra”; “se representan situaciones armando expresiones con ntimeros y letras”;
“hay distintas expresiones para representar lo mismo” y “simplificar expresiones

sin contexto, usando reglas de cdlculo para la suma como las siguientes”:

1) “restar 9 y sumar 2 es lo mismo que restar 77,

2) “restar 5y luego sumar 7 es lo mismo que sumar 7y luego restar 5”,

3) sien una expresion se suma y resta un mismo niimero, se tachan los dos y se vuelve a
escribir toda la expresion sin esos términos.
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§3. Acerca de la resta como diferencia y construccion de las reglas de calculo
para restar

Para abordar la resta serd importante seguir ahondando en las rupturas necesa-
rias entre lo aritmético y lo algebraico. Asi, la concepcién de nimero asociada a las
magnitudes y la de resta vinculada a la accion de quitar, son ideas que obstaculizan
la construccién del ntiimero negativo (Cid, 2000), dificultando su manipulacién de
forma aislada y su aceptacién como resultado de una diferencia. Esto encuentra su
explicacién en que el cero absoluto que se identifica con la ausencia de cantidad de
magnitud, la nada, el vacio, dificulta pensar en una resta en la que el sustraendo
es mayor que el minuendo, condicionado por la existencia de medidas que son
“menos que nada”. Serd necesario entonces ampliar la concepcién de resta como
sustraccién a una concepcion de resta como diferencia y abandonar la concepcién
de nimero ligada al resultado de una medida de una cantidad de magnitud para
concebir a un ndmero como resultado de una diferencia.

Frente al tratamiento que se propone para introducir la diferencia nos encon-
tramos, en los espacios de estudio compartidos entre docentes e investigadores,
con un entramado de los conceptos comparacion, diferencia, resta y presentaciéon
de nimero negativo, cuyo desentrafiado fue un trabajo conjunto. Por un lado,
tuvimos que comprender que asociar la diferencia con cuantificar una compara-
cién amplia la concepcién de la misma y que, asociar la diferencia con una resta
permite ampliar las reglas de cdlculos. Ademds, comprender que ambos asuntos
se enlazan para presentar en la clase el niimero negativo como resultado de una
diferencia, el cual indica que el minuendo es menor que el sustraendo. Por otro
lado, advertimos que hay conocimientos matemaéticos necesarios para avanzar
en comprension, que posiblemente no aparezcan como ideas de los estudiantes
a partir de las actividades que ellos realicen, y entonces fue necesario discutir la
ocasion de ser explicitados. La idea de la diferencia a partir de comparar es una
cuestion que surge de la reflexion de las actividades a resolver, sin embargo, asociar
la diferencia con la operacion restar, podria ser un objeto a declarar por parte del
docente. Algo similar ocurre con la escritura de los paréntesis en una expresion
para indicar una operacién de una operacion, como por ejemplo la resta de una
suma o la resta de una resta.

En un contexto algebraico, comparar expresiones como a + 6 y b — 2 y expresar
en cuanto una es mayor/menor que la otra, conduce a encontrar la diferencia
y gestionar expresiones del tipo: a + 6 — (b — 2), a la vez que permite concebir
la resta sin la restricciéon de que el minuendo sea mayor que el sustraendo. Asi,
la resta entre expresiones surge para hallar la diferencia entre ellas y lo que da
lugar a ese proceso es la comparacién de expresiones. El significado de la resta
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como diferencia’, est relacionado con la accién de comparar y de cuantificar esa
comparacion, la cual serd positiva o negativa segtin que el minuendo sea mayor o
menor que el sustraendo. Ademads, reinterpretar la resta como diferencia dando la
posibilidad a una diferencia negativa, contribuye a dar sentido al ntimero negativo,
ligado al 4lgebra, como un ntimero con la propiedad de ser menor que cero. Asi,
el nimero —3 surgird, por ejemplo, de la diferencia entre las expresiones x — 4y
x — 1. El resultado de z — 4 — (z — 1) es —3, un ndmero 3 con un signo “—", que
indica dos cosas: “3”, revela de cudnto es la diferencia entre esas expresiones y el
signo “—" del namero informa que la segunda expresién es mayor que la primera
(Martinez y Issa Nufiez, 2019).

En principio se deberan ampliar las reglas de cdlculo y pasar de efectuar opera-
ciones entre sumandos y sustraendos a efectuar operaciones de operaciones, lo que
da lugar a nuevos significados de los signos + y —. Es interesante compartir aqui,
que antes de la aceptacioén de los nimeros negativos como ntmeros aislados, los
matemadticos realizaban célculos s6lo con ntiimeros positivos y utilizaban distintas
propiedades para la resta como la siguiente:

sib<centoncesa— (b—c)=c—(b—a)=(a—b)+c.

Esta propiedad permite realizar restas entre nimeros naturales, aunque los célculos
intermedios sean negativos, como se ve en el siguiente ejemplo: 5 — (9 — 12) =
12 — (9 — 5). Asi, pensar en la resta de la resta o la resta de una suma ha sido una
cuestion constitutiva de este conocimiento a lo largo de la historia y la técnica de
supresion de paréntesis no siempre estuvo presente. Entonces, para trabajar la
resta entre sumandos y sustraendos serd necesario evolucionar en los significados
de los signos + y —, del conocido operador binario (resta entre nimeros) a uno
nuevo, el operador unario (el menos delante del paréntesis indica un cambio en
los sumandos y sustraendos que intervienen dentro del paréntesis). Esto significa,
en la practica, desarrollar un célculo con términos, que a su vez son operaciones
indicadas, para reducirlas a sumas de sumandos y sustraendos. Por ejemplo, ante
situaciones como 4 — (b — 7), para encontrar la expresion simplificada, la idea que
funciona es la de restar una resta y aplicar la regla de célculo “restar (b — 7) es
lo mismo que restar b y sumar 7”. Este abordaje, en el que emerge la regla que
permite suprimir paréntesis, se constituira en el soporte en el que se apoyara la
justificacion de la resta de nimeros enteros.

3.1. Actividades para la concepcion de diferencia. Veamos, en particular, un
tipo de problema contextualizado que permite asociar la diferencia con la compa-
racién y su cuantificacion.

#La resta como diferencia es el resultado de una comparacién entre los cardinales de dos conjuntos
en un orden establecido que informa en cudnto es mayor o menor uno que otro. Por ejemplo, si A
tiene x y B tiene y, la diferencia entre lo que tiene A y lo que tiene B es © — y, es decir que A tiene
x — y elementos mds/menos que B.
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Al empezar la semana, Maria, Adridn y Luisa tienen el mismo dinero en su
alcancia. Entre lunes y jueves gastan o reciben las siguientes cantidades:

Maria Adridn Luisa
Recibe $10 | Gasta $5 | Recibe $10
Gasta $5 | Gasta $10 | Recibe $5
Gasta $15 | Gasta $15 | Recibe $15
Recibe $30 | Gasta $35

(a) ¢Quién tiene mds dinero? ;Quién tiene menos? ;En cudnto se dife-
rencia de los demds el dinero que tiene cada uno?

Las primeras preguntas que se refieren a quién tiene mas o menos, remiten a una
comparacion. La situacién contextualizada permite dar respuestas a partir de las
acciones de “recibir” y “gastar”. Asi, el que tiene mas es Adridn pues recibe y gasta lo
mismo. Maria es la que tiene menos dinero ya que tiene 10 menos que al principio
mientras que Luisa tiene 5 menos que al principio. La tltima pregunta conlleva a
una cuantificacion de la diferencia, la cual surge en forma inmediata entre Adridn
y las demads, pues él queda con el mismo dinero que al inicio. La cuestién es entre
Maria y Luisa, que remite a buscar la diferencia entre la cantidad de dinero de una
y de otra, esto es, x — 10 y z — 5 y sin necesidad de realizar el cdlculo escrito se
puede concluir que esa diferencia es de 5.

Este problema admite una resolucién desde el contexto mismo de la situacién,
lo importante aqui es reflexionar, sobre el accionar mas alld de la respuesta. Es
decir, destacar que para hallar una diferencia, por ejemplo, entre lo que tienen dos
personas, estd presente la comparacién pues se evaltia cudnto méas o cudnto menos
tiene una en relacién a la otra.

3.2. Actividades para construir las reglas de cdlculo para restar. En un princi-
pio las tareas que se proponen para construir estas reglas de calculo, se apoyan en
conocimientos aritméticos. Para realizar operaciones entre dos niimeros se recurre
a un calculo auxiliar donde los nameros redondos facilitan las cuentas, asi sumar
100 y restar 1, es més facil que sumar 99. Un ejemplo de este tipo de actividades es
el siguiente:

Cuando se calcula mentalmente se procura buscar la forma mds sencilla
posible de efectuar las operaciones. ;Coémo lo haces con las siguientes
operaciones?

a) 678 + 99 b) 157 — 99 ¢) 601 — 103

Luego, el registro de ese calculo auxiliar pondré en escena el paréntesis. El célculo
de las operaciones indicadas dara lugar a nuevas reglas de cilculo que permitirdn
abordar operaciones de operaciones. Para tal fin se proponen tareas del tipo:

Revista de Educacién Matemdtica, Vol. 36 N° 1 — 2021



60  P. Detzel, M. Ruiz, L. Colipe

Coloca los signos + y — que faltan en las siguientes igualdades:
765 — (100 — 1) =765 —99 = 765___100___ 1.

80— (30—1)=80—-29=80__30__ 1.

141 — (100 +2) = 141 — 102 = 141___100___ 2.

La actividad matematica involucrada en esta tltima tarea, se relaciona con la
primera en el sentido que en 765 — (100 — 1) se visualiza la escritura con paréntesis;
luego se vincula con 765 — 99, que proviene de aplicar la prioridad que establece
el paréntesis y a su vez es una expresion en la que convendria usar la estrategia de
los niimeros redondos, y finalmente completar 765__ 100___ 1 da lugar a registrar
las estrategias puestas en juego en los cdlculos mentales realizados en la activi-
dad anterior. Si se efecttia la cuenta resolviendo primero el paréntesis, se pierde
el nimero redondo. La btiisqueda de economia de los cdlculos lleva entonces a
explorar una regularidad entre 765 — (100 — 1) y 765 — 100 + 1. Esas relaciones
que vinculan una operacién de operacién con la suma de sumandos y sustraendos
van a permitir institucionalizar las reglas de calculo que dardn lugar a suprimir el
paréntesis.

Por otro lado, la comparacién de expresiones permitird, como veremos mds ade-
lante, determinar si una diferencia entre expresiones es positiva o negativa, dando
lugar a que emerja un sentido del niimero negativo. Serd necesario entonces poder
determinar si una expresion algebraica es menor o mayor que otra en actividades
descontextualizadas, donde las acciones que comandan las decisiones sean las
operaciones de “sumar” o “restar” en lugar de las del tipo “recibir” o “gastar”, como
vimos en “Actividades para la concepcién de la diferencia”. El siguiente ejemplo
tiene ese objetivo:

Compara las siguientes expresiones, diciendo cudl de ellas es menor o
mayor que la otra:

a) x+1___x—10.

by p—7__p-3.

c) 2a+5__ 3a+12.

d) 256 —2__ 25— 2z.

e) 3n+5__ 2n + 30.

Para analizar qué expresién es menor/mayor que otra, una técnica posible es
comparar los términos de cada expresion. Por ejemplo, en el item c)’, 2a + 5 es
menor que 3a + 12, pues “2a es menor que 3a” y a ese primer término se le suma
algo menor que lo que se suma a la segunda expresién. Aqui surgen técnicas de
comparacion de expresiones, analizando término a término. Con el item e) se pone

STengamos presente que las letras de estas expresiones tienen como dominio los niimeros naturales.
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en evidencia que a veces no se puede decidir cudl expresién es mayor, porque
depende del valor de la variable.

El siguiente problema tiene por objetivo asociar la diferencia con el calculo de
una resta y el uso de paréntesis.

Carlos tiene 6 canicas mds que Javier y Enrique 10 canicas menos que
Marcos. Si sabemos que Carlos tiene mds canicas que Enrique, ;cudntas
mds tiene?

N de canicas de Javier

N°* de canicas de Carlos

N°* de canicas de Marcos

N°* de canicas de Enrique

Diferencia entre el n® de canicas de Javier y Marcos
Diferencia entre el n° de canicas de Carlos y Enrique

La discusion y analisis, al interior del grupo colaborativo, de las posibles resolu-
ciones del problema, nos llevé a reflexionar sobre las intervenciones del docente
para abordar c6digos de escrituras (registro de la diferencia como una resta y la
ocasion de escribir el paréntesis) como un conocimiento nuevo.

Para establecer la diferencia entre el nimero de canicas de Javier y Marcos, sien-
do z: cantidad de canicas que tiene Javier e y: cantidad de canicas de Marcos, las
expresiones para las que hay que hallar su diferencia tienen variables diferentes,
x ey, por lo tanto, la técnica de comparacién “término a término”, descrita ante-
riormente, se vuelve insuficiente. Advertimos que se estaba poniendo en juego el
registro de la diferencia entre expresiones y su calculo. Esto trajo a discusién cémo
y cudndo explicitar en la clase que ese registro se corresponde con una resta y
destacar la orientaciéon de la misma, es decir aclarar que: “para indicar la diferencia
entre = e y se escribe x — y, para registrar la diferencia entre y y x se escribe y — x”.

Por otro lado, al anticipar la resolucién de los alumnos para completar la fila que
solicita la diferencia entre Carlos: = + 6 y Enrique: y — 10, pusimos el foco en el uso
de paréntesis, pues en esta resolucién es necesario proponer expresiones en las que
se involucra la escritura de este simbolo. Observemos que en la aritmética escolar
el paréntesis en las expresiones viene dado, la experiencia que tienen los alumnos
es entonces, interpretar la informaciéon que brinda ese simbolo en relaciéon a la
prioridad de las operaciones. En cambio, en este problema, se pone en juego un
cédigo de escritura que responde a una “norma matemaética”. Se abre asi un espacio
para explicitar el uso del paréntesis para expresar operaciones de operaciones, en
particular la resta de una suma o la resta de una resta.

3.3. Actividad para que emerja el niimero negativo. Elsiguiente problema, pre-
sentado en forma descontextualizada, da lugar a una nueva concepcién de nimero
junto al significado predicativo de los signos + y —.
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Calcula la diferencia entre las siquientes expresiones algebraicas:
a) Tp—+3q 2p — 2q

b) 4t —6— 15 At —3 -2

c) 21-2m+3—-23+5m 10m — 30+ 5m + 25

Este tipo de problema exige poner en funcionamiento los conocimientos anteriores.
Por ejemplo, en b) se podria calcular la diferencia entre 4t — 6 — 15y 4t — 3 — 2
comparando 4t —21 con 4t — 5. Usando la técnica de comparacién término a término
se puede decir que las expresiones difieren en 16 y cudl de ellas es mayor. Si bien la
respuesta es —16, con los conocimientos disponibles por parte de los alumnos, esta
respuesta es poco factible que surja en la clase. Frente a esta situacion se abre un
espacio fértil para que el docente, a partir de sus intervenciones, pueda ir enlazando
la respuesta probable del alumno, 16, con la presentacién del nimero negativo,
—16, interpretado como el resultado de una diferencia en la que el minuendo es
menor que el sustraendo. ;Cuédles son esos conocimientos que se deberian enlazar?

Para calcular la diferencia entre 4t — 6 — 15 y 4t — 3 — 2, también se podria realizar:
4t — 6 — 15 — (4t — 3 — 2), que implica recuperar la asociacién de la diferencia con
la resta y la aplicacion del paréntesis. Esto da lugar a las técnicas de calculos, en un
principio las de la suma, por ejemplo “restar 6 y restar 15 es lo mismo que restar
21”7, obteniendo 4t — 21 — (4t — 5); luego las reglas de célculo de la resta de una
resta: “restar 4t — 5 es lo mismo que restar 4¢ y sumar 5” quedando: 4t —21 -4t 45y
por la técnica de simplificacién se “tachan” 4t y —4¢, finalmente se obtiene —21 + 5.
Con este ultimo cédlculo surge lo nuevo.

Entonces, hay que asociar con el resultado de este calculo:
A —6—15— (44 —3—-2) =+ = —21 +5 = —16,

que las expresiones 4t — 6 — 15 y 4¢ — 3 — 2 difieren en 16 y que la primera es
menor que la segunda. Asi, el —16 surge de interpretar por un lado el “16” como
la cantidad en la que difieren las expresiones y por otro lado ese signo “—" delante
del niimero como la cualidad del ntimero que indica que esa diferencia es negativa,
pues el minuendo es menor que el sustraendo. Se comienza a aceptar a estos
nuevos nimeros con signo como resultado de una diferencia. Asi, se establece
que el resultado del célculo de la diferencia entre expresiones indica en cuanto
una de ellas sobrepasa a la otra y el signo muestra cudl es la mayor. Ademas, se
puede establecer el calculo de una diferencia como una técnica para comparar
los términos de una diferencia, segtin su resultado sea positivo o negativo, da
informacién de cudl término es mayor o menor.

Los problemas que presentamos en esta seccion, favorecen la circulacién en la
clase de los siguientes conocimientos de los alumnos: “para hallar una diferencia
se puede comparar y decir cudnto mds/menos tiene una expresion en relacién a
otra”; “hay expresiones que son mayores/menores que otras y hay otras que no se
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v,

pueden comparar”; “para hacer las cuentas més faciles se usan ntimeros redondos”;
“para hallar la diferencia entre expresiones que no se pueden comparar, se hace
una resta y se tiene que usar paréntesis para la expresién que esté restando”; “la
diferencia puede ser positiva o negativa y eso depende de que la primera expresién
sea mayor o menor que la segunda en la resta”; “si la diferencia es negativa se
escribe el ntimero con el signo —”; “Si una cuenta tiene paréntesis se hace primero
la cuenta del paréntesis o se resuelve con las siguientes reglas de cdlculos para
restar una suma o restar una resta”:

» Restar a + b es lo mismo que restar a y restar b.
» Restar a — b es lo mismo que restar a y sumar b.
» Sumar a + b es lo mismo que sumar a y sumar b.
» Sumar a — b es lo mismo que sumar a y restar b.

§4. Acerca de la construccion de las reglas de calculo para multiplicar

Para abordar el producto de sumandos y sustraendos se sigue profundizando
en el funcionamiento algebraico de algunos objetos matematicos, contrapuesto
al aritmético. Para ello la representacion simbdlica y el trabajo con expresiones
aditivo-multiplicativas son asuntos que estan presentes. El dominio y manipulacién
de programas de calculos del tipo a(z £ b) — c¢(z = d), siendo q, b, ¢ y d nimeros
naturales, pone de manifiesto la importancia de la propiedad distributiva en el
calculo algebraico y permite establecer las reglas del producto de sumandos y
sustraendos. Ademas, la escritura convencional del producto en el dlgebra requiere
dejar de lado el uso de la cruz: 3 x a 0 4 x 5 para indicar una multiplicacién,
del mismo modo que analizar cudndo se hace necesario usar paréntesis en una
expresion. Asumir que en ab y que en a(z +y) hay una operacién que no se escribe y
que hay nuevas reglas que involucra la distributiva son parte de los conocimientos
necesarios para avanzar en el célculo algebraico.

Las reflexiones y discusiones en los espacios de estudio compartidos entre docen-
tes e investigadores, nos llevaron a comprender el rol que cumple el trabajo con este
tipo de expresiones en una nueva ruptura con el clculo aritmético. Las secuencias
de sumas y restas, frecuentes en aritmética, son realizadas por los alumnos de
izquierda a derecha, este tipo de procedimiento es el que hay que hacer evolucionar.
En este sentido (Cid, 2015) plantea:

“La jerarquia de las operaciones que establecen las reglas del cdlculo al-
gebraico rompe con la técnica aritmética de efectuar las operaciones de
izquierda a derecha, imponiendo una lectura de toda la expresion algebraica
para efectuar en primer lugar aquellas operaciones que tienen prioridad,
independientemente del lugar que ocupen en la expresion” (p. 286).
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Esta comprension nos permitié interpretar que un procedimiento anclado todavia
en un calculo aritmético, se manifestaria en errores como se observa en el siguiente
ejemplo:
5—34+z)=24+2)=24+2r=8+2x=10x

Por otro lado, resignificamos conocimientos implicados cuando se aplica la propie-
dad distributiva del producto con la suma de nameros enteros. Habitualmente,
en la ensefianza del nivel secundario, la resolucién de este tipo de expresiones se
trabaja después de tener definidos los niimeros enteros y explicitada la regla de
los signos. Asi, la justificacién que 9 — 5(m — 4) es 9 — 5m + 20 deviene de concebir
la expresiéon 9 — 5(m — 4) como 9 + (—5)(m + (—4)), donde el signo + no esta
presente en forma explicita y esta ausencia frecuentemente pasa inadvertida en la
ensenanza.

Entonces, debimos reconstruir un camino retomando los conocimientos cons-
truidos anteriormente que permita, a partir de la creacién y manipulacién de
programas de célculos aritméticos y del trabajo con la notacién incompleta®, justi-
ficar que 9 — 5(m — 4) es igual a 9 — 5m + 20. La justificacion se sostiene por los
calculos de primero distribuir el cinco y luego concebir la operacién resultante
como la resta de una resta. El estudio del funcionamiento de estas expresiones
habilita la gestién de una operacién entre paréntesis multiplicada por un sumando
o un sustraendo. Asi, trabajando primero con la propiedad distributiva y operacién
de operaciones (por ejemplo, resta de una resta, resta de una suma), se logran
condiciones para apuntalar una justificacién de la conocida “regla de los signos”

i

(“menos por menos es mds”, “mas por menos es menos”, etc.).

A continuacién mostramos el proceso que dara lugar a gestionar expresiones
del tipo a(z £ b) — ¢(x £ d), a través de un contexto geométrico que involucra el
calculo y la comparacién de dreas de rectdngulos’.

4.1. Actividades para construir las reglas de calculo para multiplicar. En una
primera instancia el trabajo se centra en la representacién simbolica de expresiones
de la forma ax y a(z + b), es decir en las distintas escrituras para simbolizar la ope-
raciéon de multiplicaciéon y el uso del paréntesis. Para ello, en este primer problema,
se solicita expresar las distintas areas de los rectangulos y encontrar la diferencia
entre las mismas, diferencia que se puede hallar sin necesidad de los calculos.

®La diferencia entre la notacion algebraica completa y la incompleta es que en la primera figuran los signos
de suma y producto entendidos como indicadores de operaciones binarias entre términos, mientras que en
la incompleta estos simbolos se suprimen (Cid, 2015, p.212). Por ejemplo: notaciéon completa: (—3) +
(4+5) — (+7); notacién incompleta: —3 +5 — 7.

’Si bien los niimeros representan medidas de longitud y, en principio, podrian tomar valores
positivos no enteros, las letras de las expresiones siguen teniendo dominio en el conjunto de los
numeros naturales.
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Como ya saben, la formula del drea
de un rectingulo es A = ba, donde
b es la longitud de uno de los lados
(base) y a la longitud del otro lado
(altura).

b

i) Sinos dicen que a = 3 cm, jcomo expresaremos el drea de ese rectin-
gulo?

ii) Siahora te dicen que en ese rectdngulo el lado b aumenta 2 cm, haz
un dibujo del nuevo rectingulo. ;Cudl serd ahora la longitud de sus
lados? ;Cudnto habrd aumentado su drea?

El enunciado del problema expresa “el drea de un rectangulo es A = ba”, esto
daré lugar a la discusion acerca de cémo simbolizar el producto, a partir de analizar
las distintas expresiones que puedan surgir para expresar el drea del rectangulo:
3xb,3.b,3b0bx3,b.3,03. Enel inciso ii) el lado desconocido sufre modificaciones
y el conocido no cambia. Para resolver lo solicitado, en primer lugar, se tiene que
indicar la medida de un lado, que no es un niimero ni una letra, ahora es una
expresion, en este caso “b + 2”. Para comparar las areas de los rectangulos no es
necesario realizar la diferencia de las expresiones, ya que en este caso se puede
resolver desde el gréfico (Colipe, Zambrano, y Ruiz, 2018), como lo muestra el
rectangulo de la derecha en la Figura 1:

b b+2

FiGura 1. Rectangulo original y rectdngulo ampliado

El contexto geométrico y la comparacién de areas en las que sélo varia un lado,
permite encontrar y justificar que la diferencia entre las expresiones corresponde a
un ntmero. Percibir que la ampliacién corresponde a un rectangulo de lados 2 y
3 (ver Figura 1) es lo que permite asegurar que el incremento es de 6. El trabajo
algebraico encuentra su apoyo en lo geométrico, pues el dibujo facilita encontrar
que la diferencia entre las dreas de los rectangulos (original y ampliado) es 6y
en esa certeza se gestiona la construccién de nuevas expresiones en las que el
paréntesis empieza a tener protagonismo.

En el grupo colaborativo, un trabajo de analisis fue imaginar didlogos entre
posibles producciones de los estudiantes en distintos contextos (geométrico y
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algebraico). Expresar al drea del rectdngulo ampliado llevard a la cuestiéon de cémo
construir expresiones en las que el uso del paréntesis es objeto de analisis. Asi,
hipotetizamos distintas expresiones que podrian surgir segtin lo que se ponga en
juego. Por ejemplo: si usan la férmula del 4rea para un rectangulo de lados 3 y b + 2
surgirdn expresiones como: b +2.303b+2 0 3(b+2) o (b + 2)3; si, apoyados en el
dibujo del rectdngulo ampliado de la Figura 1, descomponen en dos éreas, una es
3b o b3 y la otra es 6, apareceran expresiones como: 3b + 6 0 b3 + 6 y si construyen
una expresion 6 unidades mds grande que 3b podran escribir: 3b + 6.

Analizar y establecer vinculos entre estas posibles expresiones da lugar a un
trabajo acerca del uso oportuno de paréntesis y a establecer la equivalencia entre
3(b+2)o(b+2)3y3b+600b3+6.Y descartar expresiones tales como b + 2.3 que
es b+ 6y 3b 4 2 porque no corresponden a expresiones “6 unidades mayor que
3b”, area del rectangulo ampliado.

En un segundo problema, se trabaja con expresiones de la forma ax y b(z +c¢) con
a # b, buscando la diferencia entre dreas de rectangulos, la cual no sera un ntimero,
sino una expresion. El contexto geométrico no alcanza para dar una respuesta y
se hace necesario avanzar en calculos que dan lugar a recuperar el vinculo entre
diferencia y resta.

En este caso, el rectdngulo dado sufre aumento y disminucién de sus lados en
forma simultdnea, lo que no permite anticipar si aumenta o disminuye el 4rea del
rectdngulo modificado. Esto habilita a involucrarse con el calculo de la diferencia.
Sin embargo, depende de qué diferencia se calcule, se activa o no la propiedad
distributiva entre sumandos. Las dreas a comparar son 4z y 6(x — 1), en caso que
se busque la diferencia haciendo 6(x — 1) — 4, si bien hay que distribuir, es la
propiedad distributiva entre naturales. En caso que se realice la otra diferencia
4x — 6(x — 1) exigiria un andlisis como lo detallamos en el siguiente problema:

A partir de un rectingulo del que conocemos la longitud de un lado, 5
cm, construimos otros dos rectangulos: uno en el que aumentamos el lado
conocido en 3 cm y el desconocido lo disminuimos en 3 cm, y otro en que
disminuimos el lado conocido en 3 cm y aumentamos el lado desconocido
en 3 cm.

a) Haz un dibujo del primer rectdngulo.

b) Haz un dibujo del sequndo y tercer rectdngulos.

c) Encuentra la diferencia entre las dreas de los dos 1iltimos rectdngulos.
(Cudnto tiene que medir el lado desconocido para que las dos dreas
sean iguales?

En la Figura 2 se muestran los dibujos de los tres rectangulos solicitados en la
consigna.
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b+3

b—3| |

FiGura 2. Rectangulos solicitados en la consigna

Este problema plantea tanto el aumento como la disminucién de los lados de un
rectdngulo y propone estudiar las modificaciones de las 4reas de los rectangulos
resultantes. Aqui, se pone en juego comparar y hallar la diferencia entre expresiones
del tipo a(x +b) y ¢(x £ d) donde a y ¢ son distintos, lo cual exige lidiar con célculos
como a(x +b) — c(x £ d), donde la propiedad distributiva tiene un rol fundamental.

Reconocemos la importancia de abordar este trabajo siendo conscientes que,
de modo similar a lo que ocurre con las reglas para sumar, aqui también se po-
ne en tension un “hacer aritmético” que persiste y encuentra un limite en estas
nuevas cuentas. La busqueda de las diferencias entre las expresiones indicadas
anteriormente, obliga a cdlculos que deberan evolucionar de aplicar la propiedad
distributiva entre ntimeros naturales (ya conocida), hacia una distributiva entre
sumandos o sustraendos. Las reglas de célculos para la suma y la resta, construidas
anteriormente, se constituirdn en el soporte para llevar a cabo este proceso.

Asi, por ejemplo, para resolver el inciso c) y si consideramos que A; = 8(b — 3)
y As = 2(b + 3) representan las areas de los rectaingulos modificados (ver Figura
2), la diferencia entre las mismas implica cdlculos que se justifican en las reglas
aprendidas, como se muestra a continuacion:

Ay — Ay =8(b—3) —2(b+3),

si se aplica la propiedad distributiva de nimeros naturales (se distribuye el 8 y el
2), se obtiene 8b — 24 — (2b + 6). Por la regla de calculo para la resta: restar 2b + 6 es
lo mismo que restar 2b y restar 6, quedando entonces 8b — 24 — 2b — 6. Por la regla de
célculo para la suma: restar primero 24 y luego restar 2b es lo mismo que restar primero
20 y luego restar 24, queda 8b — 2b — 24 — 6. Finalmente, por regla de calculo para la
suma, restar 24 y restar 6 es lo mismo que restar 30 quedando 6b — 30.

Es importante vincular las expresiones donde esta presente el producto de un
sustraendo por una suma o diferencia como “8(b—3)—2(b+3)” y las que se reducen
a sumas de sumandos y sustraendos como “8b — 24 — 2b — 6”. Asi, afirmandose en
conocimientos disponibles, como lo son la distributiva entre naturales y la resta de
una resta, da lugar a una nueva técnica que permitira resolver el producto de un
sumando o sustraendo por una suma o diferencia.
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A partir del trabajo con las actividades anteriores, se favorece en clase la cir-
culacién de los siguientes conocimientos: “para escribir el producto no se coloca
nada, salvo que sean dos ntimeros, y en ese caso se usa el punto”; “para hallar la
diferencia entre expresiones se puede compararlas y decir en cuanto més grande o
mas chica es una en relacion a la otra o se calcula una resta entre ellas”; “si a una
expresion se le suma o se le resta un nmero, la expresién serd mayor o menor que
la dada”; “si hay que multiplicar un niimero con una suma o una resta se tiene que

usar paréntesis”. Y surgen las reglas de cdlculo del tipo:

» Restar 2(a + b) es lo mismo que restar 2a y restar 2b.
» Restar 2(a — b) es lo mismo que restar 2a y sumar 2b.
» Sumar 2(a + b) es lo mismo que sumar 2a y sumar 2.
» Sumar 2(a — b) es lo mismo que sumar 2a y restar 2b.

Hasta aqui hemos visto un recorrido en el que surgen las reglas de célculo
para la suma, resta y multiplicacién de sumandos y sustraendos apoyados en
los conocimientos de los ntimeros naturales, donde las expresiones algebraicas
tuvieron un rol fundamental. Este recorrido esta atravesado por rupturas entre
concepciones y modos de calcular que viven en la aritmética y que evolucionan a
nuevas concepciones y funcionamientos en el dlgebra.

La estructura aditivo-multiplicativa de sumandos y sustraendos que acabamos
de desarrollar, se convertird en el nuevo soporte para apuntalar las reglas de
calculos de suma, resta y multiplicacién de los nimeros enteros. Asi, la regla que
se usa en 8 — (0 — 5) que es restar 0 — 5 es lo mismo que restar 0 y sumar 5, va a
permitir justificar que 8 — (—5) = 13. De modo similar, la regla que esta en juego
en 0 — 5(0 — 3) que es restar 5(0 — 3) es lo mismo que restar 5.0 y sumar 5.3, permitird
justificar que —5(—3) = 15.

Es decir, una vez que “los ntimeros con signos” estén declarados como nuevos
numeros: los enteros, la operatoria de éstos encuentra su justificacion en las reglas
de calculos de sumandos y sustraendos, a partir de asociar un ntimero positivo
con un sumando y un ndmero negativo con un sustraendo.

§5. A modo de cierre

Como planteamos en la introduccién de este articulo, los espacios de trabajo
colectivos entre docentes e investigadores, constituyen un escenario favorable para
discutir con los docentes las cuestiones fundamentales que se ponen en juego en
secuencias de ensefianza més que para difundir los productos acabados de una
investigacion (Sadovsky y cols., 2016). En este caso el espacio colaborativo que
formamos investigadores y profesores de escuela secundaria, toma una relevancia
importante ya que nos permitié estudiar y profundizar una secuencia de ensefianza
disefiada en una investigacion que no es propia y analizar una posible gestiéon de
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las actividades para las clases. Como plantean (Perrin-Glorian y Baltar Bellemain,
2019), atin si en dicha investigacion fue considerada la complejidad de la ensenanza
en el aula, las condiciones para la difusién en las clases requieren ser estudiadas.

La propuesta que adaptamos, propone una ruptura epistemolégica del quehacer
algebraico frente al aritmético, alejindose de la concepcién del dlgebra entendida
como aritmética generalizada, que es la mds habitual en la escolaridad obligatoria.
Toma como base conocimientos del célculo aritmético que los estudiantes disponen
y se propone, mediante rupturas, hacerlos evolucionar, hacia nuevos conocimien-
tos propios del dlgebra. Con el andlisis precedente quisimos compartir algunos
aspectos que nos resultaron relevantes en la comprensién conjunta (profesores e
investigadores) de dicho proyecto de ensefianza que le da sentido a la operatoria
y concepcion de nimero entero. Reconstruimos un camino entre las ideas que
se producen al resolver las tareas y los saberes a ensefiar. En esta reconstruccién
aparecen conocimientos contextualizados con cierta provisoriedad, tales como las
reglas de calculos para operar sumandos y sustraendos, los cuales no forman parte
de la ensefianza habitual y aqui tienen un rol fundamental. Entonces, reconocer
y apropiarse de estos conocimientos fue parte del trabajo que se realiz6 en esta
experiencia.
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éSClbiClS que... por Leandro Cagliero y Ricardo Podesta

dado cualquier punto interior en un triangulo equilatero la suma de las
distancias del punto a los lados es igual a la altura del triangulo?

Este resultado es conocido como el Teorema de Viviani.

La demostracion de este hecho es muy sencilla. Consideremos un punto P
interior a un triangulo equilatero T' = AABC. Luego el triangulo T' queda dividido
en 3 triangulos mas pequenos,

Ty =AAPB, T,=ABPC y 13=ACPA.

Sea h la altura de T y sean s, t y u las alturas de los triangulos T3, T, y T3,
respectivamente.

Ademas, como el trangulo T' es equilatero, todos los triangulos T, T1, Tb y T3
tienen bases congruentes, digamos de longitud b. El area de T es igual a la suma
de las areas de los 3 triangulos interiores, es decir

$bh = A(T) = A(Th) + A(T») + A(T3) = $b(s + t + u),
de donde se obtiene
h=s+t+u

que es lo que queriamos ver.
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Prueba grdfica. Es muy interesante el hecho de que hay una demostracion gra-
fica de este hecho en 3 simples pasos:

@
Original Paso 1
Paso 2 Paso 3

A pesar de que la demostracion es evidente por si misma, hacemos algunos
comentarios para justificar completamente cada paso.

e Paso 1: usando lineas paralelas a los lados de 7' que pasan por P quedan
determinados 3 triangulos interiores que son semejantes a 7, y por lo
tanto equilateros.

e Paso 2: por construccion, el segmento que da la distancia de P a cada lado
de T es la altura del triangulo mas pequeno correspondiente. Como los
triangulos interiores son equilateros, estos pueden ser rotados de modo
que las alturas queden verticales.

e Paso 3: cualquiera de los dos triangulos con vértice en P que no tocan la
base puede ser desplazado paralelamente hasta hacer coincidir un vértice
con C.

De esta manera es claro que la altura del triangulo mayor coincide con la suma
de las alturas de los tres triangulitos interiores, y esto equivale a la suma de las
distancias de P a los lados de T'.

Vincenzo Viviani (5/4/1622 - 22/11/1703, Florencia) fue un matematico y fisico italiano.
En 1639 comenz6 a trabajar con Galileo Galilei y mas tarde escribi6 la primera biografia
conocida sobre €l. Viviani reconstruyé ademas los escritos de Arquimedes y Euclides. En
1661 llevo a cabo el ensayo que posteriormente se conoceria como el péndulo de Foucault
(ya que este experimento fue repetido y descrito por Jean Foucault casi 200 afnos mas
tarde). En 1660 con Giovanni Alfonso Borelli, realiz6 un experimento para determinar la
velocidad del sonido. Ademas del teorema, una curva y un crater lunar llevan su nombre.
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ACERCA DE LA MODA
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ResuMEN. Después de hacer una breve sintesis sobre la medida de tendencia central moda,
en datos no agrupados, se construye la férmula para la moda en datos agrupados. Esta
construccién se realiza a través de una relaciéon de proporcionalidad, que se deriva como
consecuencia de la biisqueda de un punto, cuya abscisa es la moda.

ABSTRACT. After a brief synthesis of the definition and main properties of the mode (a
measure of central tendency) for ungrouped data, we derive a formula for it in the case of
grouped data. Our construction is based on a proportionality relation, that is derived as a

consequence of searching for a point whose abscissa is the mode.

§1. Introducciéon

Alo largo de varios afios en que nuestra facultad ha realizado perfeccionamientos
para docentes de nuestro sistema escolar (en que han participado alrededor de
700 docentes), hemos observado cémo la gran mayoria de ellos aplican a “ciegas”
férmulas utilizadas en estadistica descriptiva, por ejemplo, el caso de los percentiles
o el de la moda para datos agrupados en intervalos.

Probablemente esta “ceguera” es producto de la forma en que se presenta, al
menos en el sistema escolar, la estadistica descriptiva, generalmente solo a través
de férmulas. Caso particular de lo anterior es el de la moda para datos agrupados,
la cual puede encontrarse en textos escolares (por ejemplo, las referencias (Bennett,
2015) y (Ledn, 2012)), o en otros libros (por ejemplo las referencias (Bacchini, 2018)
y (Salazar, 2018)), y en muchos otros sitios, entre los cuales, solo por nombrar
algunos, estdn las referencias (Farigua, 2016; Sectormatematica, s.f.; Superprof,
s.f.; Wiki2, s.f.). En todos ellos, lo que se entrega es solo una férmula para su
célculo, junto a una identificacién de los simbolos que componen dicha férmula.
Sin embargo es preciso sefialar que si existen algunos sitios web donde se muestra,

Palabras clave: Medidas de tendencia central, moda, datos agrupados.
Keywords: Measures of central tendency, mode, grouped data.
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en forma bastante resumida, la construccion de dicha férmula (entre otras, las
referencias (Firmfunda, s.f.; Topperlearning, s.f.; Math.Stackexchange, s.f.).

Motivados por lo anterior se escribe este articulo, con el objetivo de construir
detalladamente la férmula para calcular la moda en datos agrupados, y de esta
manera mostrar de forma pormenorizada qué es lo que se pretende capturar con
ella.

La construccion se realiza por medio de una relacién de proporcionalidad que
involucra tanto la frecuencia del intervalo modal como la de los intervalos contiguos.
Esta relaciéon de proporcionalidad se deriva como consecuencia de la busqueda
de un punto del cual la moda es su abscisa, ademas la busqueda de este punto se
hace tanto desde una mirada algebraica (intersecciéon de dos rectas en el plano),
como desde una mirada geométrica (semejanza de tridngulos).

El articulo comienza con la presentacién de las 3 medidas comunmente utilizadas
para describir la idea de centro de un conjunto de datos (media o promedio, moda
y mediana), para luego analizar brevemente la moda, tanto para datos cuantitativos
(no agrupados) como para datos cualitativos (categorias). Seguidamente se entrega
la férmula para el calculo de la moda en datos agrupados, mostrando su operatoria
a través de un ejemplo. Posteriormente, se hace la construccién y el analisis de la
térmula para la moda en datos agrupados, para luego reinterpretar la forma en
que esta se expresa.

§2. La idea de centro

Comunmente 3 medidas son usadas para describir el “centro” o “localizacién
central” de un conjunto de datos (a este conjunto también se le llama datos mues-
trales o muestra):

o la moda, o la mediana, o la media (o promedio).

Cada una de estas medidas interpreta la idea de “centro” en diferentes maneras.
La moda interpreta el significado de “centro” como el valor que ocurre més a
menudo en el conjunto de datos analizados, en cambio la mediana interpreta el
significado de “centro” como el valor que divide al conjunto de datos, después
de ordenarlos en forma ascendente, en dos partes, de modo que al menos el
50 % de los datos son menores o iguales a la mediana y al menos el 50 % de los
datos son mayores o iguales a esta. Por tltimo el promedio interpreta la idea de
“centro” como una especie de reparticion “equitativa” en el siguiente sentido. Tres
amigos coleccionan poster de su cantante preferido, ellos tienen 19, 31 y 13 poster
respectivamente. Los amigos deciden repartirse los poster de modo que cada uno
quede con la misma cantidad, ;con cudntos poster queda cada uno? La respuesta
es 21, que corresponde al promedio de los valores 19, 31 y 13.
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La eleccién de una apropiada medida para cualquier conjunto de datos, depen-
dera de al menos dos factores:

o Los aspectos de la “localizacién central” que pretenden capturarse.

« El tipo de datos de que se disponga, es decir, si los datos son cuantitativos
(numéricos) o cualitativos (categorias).

La segunda consideracién es importantisima, porque, dependiendo del tipo
de datos, sera posible calcular todas o sélo algunas de las medidas de tendencia
central recién mencionadas:

« silos datos son cuantitativos entonces la moda, mediana y media pueden
ser calculados,

« si los datos son cualitativos, la tinica medida de localizacién central que
puede ser calculada es la moda, ya que por el significado de “centro” de
la mediana y del promedio, para su calculo es necesario que operaciones
algebraicas con los datos sean posibles.

§3. La moda para datos cuantitativos no agrupados

Como dijimos anteriormente, la moda interpreta la idea de “centro” como el
valor que ocurre mas a menudo en el conjunto de datos analizados. El valor de la
moda se puede calcular de la siguiente forma:

« arreglar los datos en forma creciente,
o contar el nimero de veces que cada valor ocurre,
« identificar el valor que ocurre con mayor frecuencia. Este valor es la moda.

Cuando existan solo dos datos con mayor frecuencia, se dice que la distribucién
de los datos es bimodal, o sea, tiene dos modas. En el caso en que al menos tres datos
tengan mayor frecuencia, se dice que la distribucién de los datos es multimodal
(tiene al menos 3 modas). En particular, si todos los datos tienen igual frecuencia,
entonces la distribucién es multimodal.

Propiedades de 1a moda

o El calculo de la moda no usa toda la informaciéon en la muestra, es decir,
no involucra todos los valores obtenidos en la muestra, s6lo usa el valor
que ocurre mas a menudo. Este hecho podria considerarse como una seria
debilidad si pensamos que toda la informacién disponible en la muestra
deberia ser usada.

Debido a lo anterior, la moda podria no ser muy descriptiva de lo que
ocurre en la muestra. Por ejemplo, si las notas (en escala de 0 a 100) de un
alumno en la asignatura de matematica fuesen:

88, 83, 40, 84, 35, 86, 95, 40, 92, 85,
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que ordenadas de menor a mayor resultan

35,

40, 83, 84,

85, 86, 88, 92, 95,

obtendrfamos que la moda es la nota 40, por lo que juzgar el rendimiento de
este alumno en matemaética, por medio de la moda, parece poco adecuado.

« La moda es una medida que es sensible a pequefios cambios de los valores

muestrales.

o La moda no es particularmente afectada por valores extremos en la muestra,
es decir, por valores que resultan mucho més grandes o mucho mds pequefios

que el resto de los datos.

« La moda es siempre igual a uno de los valores presentes en la muestra (en

el caso de datos no agrupados).

o No hay un orden (estricto) predeterminado entre la moda y las otras dos
medidas de tendencia central. En efecto, si denotamos por 1/, a la mediana,
M, ala moda y 7 al promedio, entonces puede ocurrir que:

My < My < Z,
My <z < My,
My <z < My,
My < My < z,
T < My < My,
T < My < My,
T = My= My,

si los datos son
si los datos son
si los datos son
si los datos son
si los datos son
si los datos son

si los datos son

0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 6, 98, 99, 100,

~1,0, 1, 5, 5,

~3, =3, =2, 0, 1, 2, 3,
~1, -1, 0, 3, 4,

~100, —4, —4, 1, 2, 3, 4,
~3, -2, 0,1, 1,

~2, 0,0, 2.

§4. La moda para datos cualitativos (categorias)

En este caso, es decir, cuando los datos son cualitativos, la moda es la tnica

medida de tendencia central que se puede calcular para este tipo de datos. El
procedimiento es el mismo que en el caso de datos cuantitativos (numéricos). La
moda es(son) la(s) categoria(s) que ocurre(n) mds frecuentemente en el conjunto
de datos analizados (muestra).

Por ejemplo, una Compaiiia de telefonia mévil realiza una encuesta a 10 de

sus clientes, acerca de su servicio, entregdndole como opciones: muy satisfecho
(MS); satisfecho (S); insatisfecho (I) y muy insatisfecho (MI). La Tabla 1 més abajo
resume la informacién recogida.

En este caso la moda resulta ser la categoria “muy satisfecho”, es decir, lo que mas

frecuentemente ocurre (en los datos de la muestra) es que el cliente se encuentre
muy satisfecho con el servicio de telefonia mévil que le ofrece la compafiia.
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Categoria Frecuencia
Muy insatisfecho 2
Insatisfecho 3
Satisfecho 1
Muy satisfecho 4

Tabla 1

A través de este mismo ejemplo podemos ver que el calculo de la media no tiene
sentido. Si trataramos de calcular la media, deberiamos sumar los 10 datos, lo cual
obviamente no es posible.

Incluso si asignamos valores numéricos a las categorias (esta operacion es co-
nocida como codificacién), por ejemplo, muy insatisfecho = 0, insatisfecho =1,
satisfecho = 2, muy satisfecho = 3, la media todavia contintia sin sentido. Esto
porque los valores numéricos que asignamos a las diferentes categorias, asumen
que la diferencia entre la respuesta “satisfecho” y “muy satisfecho” es la misma
que la diferencia entre la respuesta “muy insatisfecho” e “insatisfecho”, lo cual en

eneral no corresponde a la realidad. Puede ser que “estar muy satisfecho” sea
y
mucho mejor que “estar satisfecho”.

El mismo argumento anterior se aplica a datos cualitativos ordinales numéricos.
Por ejemplo, el test de Apgar, arroja como resultado un nimero que puede ser
0,1,...,10. Pero, un recién nacido con puntaje 10 no significa que sea el doble de
saludable que uno con puntaje 5.

También, para este tipo de datos no tiene sentido calcular la mediana. Por ejemplo,
con los datos de la tabla anterior, la mediana seria el promedio entre I y S, lo cual
no tiene sentido.

§5. La moda para datos cuantitativos agrupados

Consideremos un conjunto de datos agrupados, los cuales pueden presentarse a
través de una tabla de datos agrupados en intervalos, un histograma o una ojiva.
Ademas, estas presentaciones pueden mostrarse con frecuencias absolutas y/o
frecuencias relativas y/o frecuencias relativas porcentuales. Por otra parte, teniendo
un tipo de presentacion de los datos agrupados, inmediatamente pueden obtenerse
las otras dos.

Si llamamos M, a la moda para datos agrupados en intervalos (de igual ampli-
tud), entonces M se define como

dy
di +dy

fu—h
2fs — 1~ 1

z

MO = llmmf —+ a (0] MO = liminf + a,

donde

Revista de Educacién Matemdtica, Vol. 36 N° 1 — 2021



80  Eugenio Saavedra G.

Iy = intervalo con mayor frecuencia (se conoce como intervalo modal),
lim;,y = limite inferior de I,
limg,, = limite superior de I,
a = amplitud de Iy, es decir, limg,, — limyyy,
fu = frecuencia del intervalo I,
fi = frecuencia del intervalo contiguo por la izquierda a I,
fo = frecuencia del intervalo contiguo por la derecha a I,
di = fu—f,
dy = fu—J2
Observaciones:

— En la férmula, cuando se habla de frecuencia, esta puede ser la frecuen-
cia absoluta, la frecuencia relativa o la frecuencia relativa porcentual. Con
cualquiera de ellas el valor de M es el mismo.

— Si el intevalo modal se encuentra en el primer intervalo, entonces en la
férmula se considera que f; = 0 (el intervalo contiguo a la izquierda del
intervalo modal tiene frecuencia 0, por ello no aparece). Similarmente, si el
intevalo modal se encuentra en el altimo intervalo, entonces en la fé6rmula
se considera que f, = 0 (el intervalo contiguo a la derecha del intervalo
modal tiene frecuencia 0, por ello no aparece)

— Si hay mds de un intervalo modal, entonces se aplica la férmula a cada uno
de estos intervalos, con lo cual se obtienen tantas modas como intervalos
modales se tenga.

Por ejemplo, los siguientes datos corresponden al puntaje obtenido por 80 estu-
diantes de diversos establecimientos escolares en una prueba estandarizada.

Intervalo | Frecuencia Absoluta | Frecuencia Relativa Porcentual
[395 — 455] 6 7.5%
[455 — 515] 8 10 %
[515 — 575 10 12,5%
[575 — 635] 22 27,5%
(635 — 695 16 20 %
(695 — 755 12 15%
[755 — 815] 6 7,5 %

Total 80 100 %

Tabla 2
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A partir de la tabla anterior obtenemos:

Simbolo | Con Frecuencia Absoluta | Con Frecuencia Relativa Porcentual
limy¢ 575 575
limgyp 635 635
a 60 60
S 22 27,5%
fi 10 12,5%
f2 16 20 %
dy 12 15%
do 6 7,5%
dy 12 2 5% 275 2
dy + do 12+6 3 5%+7,5% 3-7,5 3
Tabla 3
Asi,
My = limins + :lj =575+ 260 = 615.

Si conociéramos explicitamente los 80 datos (por ejemplo, los que se presentan
a continuacioén y que satisfacen las condiciones de la Tabla 2)

395 | 410 | 410 | 410 | 410 | 449 | 460 | 495 | 500 | 505

511 | 511 | 511 | 513 | 515 | 515 | 521 | 523 | 530 | 550

562 | 570 | 571 | 573 | 575 | 575 | 580 | 581 | 582 | 585

585 | 585 | 588 | 590 | 592 | 595 | 598 | 599 | 600 | 615

615 | 616 | 620 | 625 | 630 | 631 | 635 | 635 | 639 | 640

645 | 648 | 650 | 652 | 655 | 655 | 660 | 660 | 665 | 667

680 | 690 | 700 | 708 | 710 | 725 | 725 | 730 | 735 | 738

740 | 747 | 750 | 754 | 778 | 780 | 790 | 795 | 800 | 815

Tabla 4

verfamos que la verdadera moda es 410. El error que cometimos al obtener como
moda el valor 615, es el precio que se debe pagar por el desconocimiento de los
datos cuando estos se presentan agrupados y no se conocen explicitamente.
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§6. Construccion de la Férmula

Primero, recordemos que la férmula para M, la moda en datos agrupados, es

dl
Mo = limygs + ————a.
0 1Mynf d1 dQCL

En adelante, para simplificar, usaremos L; = limjy y L, = limgyp.

(Qué trata de expresar la férmula de la moda para datos agrupados? Trata de
escoger un valor (llamado M;) dentro del intervalo modal.

¢Con que criterio se escoge M? El criterio que se utiliza para escoger M, es la
comparacion entre la frecuencia del intervalo contiguo por la izquierda al intervalo
modal, esto es f;, y la frecuencia del intervalo contiguo por la derecha, o sea fs.

Si fi es mayor que f,, entonces el punto M, se debe “acercar” mas al extremo
izquierdo del intervalo modal, es decir, a L;, en cambio, si f; es menor que f5, el
punto M, se debe “acercar” més al extremo derecho del intervalo modal, es decir,
a L.

Para el caso en que las frecuencias de los intervalos contiguos sean iguales,
entonces el punto escogido debe corresponder al punto medio del intervalo modal.

(Como decide la férmula “acercarse” mas al extremo izquierdo (respectivamente
derecho) del intervalo modal?

La forma como lo hace es escogiendo a M, como la abscisa del punto de in-
terseccién entre los segmentos de linea punteada que se muestran en el grafico
siguiente.

Q R
\:‘I’:: dsy
dy L Ssa |
el s
o fu
fi fa
f
L; M, L,
—u—
—v—
Grafico 1

Cabe sefialar que el grafico anterior es la representaciéon de un conjunto de
datos agrupados en intervalos, en el sentido que en el eje horizontal se ponen los
intervalos y la altura de un rectdngulo representa la frecuencia correspondiente al
intervalo que forma su base.
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;Qué relaciones algebraicas satisface el punto de interseccién entre los segmentos
de linea punteada?

Como M, se escoge de modo que sea la abscisa del punto interseccién del seg-
mento PR con el segmento SQ (ver Gréfico 1), entonces M, puede ser determinado
encontrando la interseccién de la recta que pasa por los puntos P = (L;, f1) y
R = (L, fum), con larecta que pasa por los puntos @ = (L;, fir) ¥ S = (Ls, fo).

La ecuacién de la recta que pasa por los puntos P y R se puede escribir como

d d
y=—z+fi——L;
a a

La ecuacién de la recta que pasa por los puntos () y S se puede escribir como
d d
y=——x+fr+—Ls,
a a
Como el punto de interseccién de las rectas, que es de la forma (M, y), debe
satisfacer las ecuaciones que las determinan, entonces )/, debe satisfacer la relaciéon
dy

d d d
— Mo+ fi — —L; = ——=Mo + fo+ =L,
a a a a

esto es,
di Mo+ afi —diL; = —da My + afy + doLs.

Por lo cual, utilizando las relaciones L, = —(Ls — L;) + Ly = —a + L,y L, =
(Ls — L;) + L, = a + L, se tiene que

diMy+afi —di(—a+ Ly) = —do My + afs + do(a + L;),
0 sea

di Mo+ afi +dia — di Ly = —da My + afs + dya + do Ly,
de donde

dl(M() — LS) = —dg(M() — Lz) — af1 - (ldl + leg + adg.
Pero, di = fu — f1 y da = fm — f2, por lo cual
—afi —ady +afy+ady = a(— fr — (fu — 1) + o+ (fur = f2)) = 0.

En consecuencia
dl(M() — LS) = —dQ(MO — LZ),
esto es,
Mo —Li  dy
-
Le—My do
Finalmente, esta relacién de proporcionalidad es la que nos permite determinar

M. En efecto, como
d
My — L; = —~(Ly — M),
do
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entonces p d
Mo+ —My = L; + —L,
o+ i 0 + 4
por lo cual
dy + do d;
M == Lz LS7
O d, ds
esto es d d p
My=—2 L+ —2_"'T_
0 dy + dsy dy 4+ dy dy
Por otra parte, Ly = (Ls — L;) + L; = a + L;, asi
do d;
0 dy + ds dy + dz( )

=<d2+dl )Li+ dla

dy +dy  di+dy dy + dy
dy . dy
= Lz =1 in .
+d1—|—d2a 1mf+d1+d2a

Para el caso en que fi = f, esto es, cuando d; = d», la proporcién entre d; y ds
es uno, por lo que la proporcién entre (My — L;) y (Ls — My) debe ser uno. Para

que esto se cumpla, M, debe ser el punto medio del intervalo modal.

di
di+d2

En efecto, al ocurrir que d; = ds, se tiene que =1 porlo que

My = L;+ dchlrldQ(l: Li—i-%a = Lri‘%([/s _Li) _ LthLS7

que corresponde al punto medio del intervalo modal.

Observacién: ;Qué relaciones geométricas satisface el punto de interseccién de
los segmentos PRy SQ?

El grafico que se presenta a continuacién, corresponde a la “parte superior” del
rectangulo que tiene por base al intervalo modal que se muestra en el Grafico 1,
por lo cual PQ corresponde a d;, RS corresponde a d, y 71" a la interseccion del
segmento PR con el segmento SQ.

Gréfico 2
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Del grafico anterior se puede observar que, si f1 < f5, entonces P() serd mayor
que RS, por lo que T estard mas cerca del segmento RS que del segmento PQ).
Para visualizar lo anterior, basta recordar que las diagonales de un rectangulo se
cortan en el centro de este.

En el caso en que f; > f5, tendremos un gréfico anadlogo al Gréfico 2, solo que
en este caso P() serd menor que RS, por lo que T estard mds cerca del segmento
PQ que del segmento RS.

Ahora, si f; = f,, entonces PQ) = RS, por lo que el cuadrildtero PQ RS serd un
rectdngulo. Por esta razon T estara en el centro de este, por tanto T serd equidistante
de los segmentos PQ y RS.

También, desde el Gréfico 2, utilizando que PQ || RSy el criterio de semejanza
de tridngulos AAA, se tiene que APTQ ~ ARTS, de donde £%¢ = LT

RS — RT"
El gréfico que se presenta ahora, es similar al Gréfico 2, solo que ahora se agre-

garon unas lineas punteadas auxiliares.

Q

Gréfico 3

Usando nuevamente el criterio de semejanza de triangulos AAA, se deduce que

- PT _ PY
APYT ~ ARXT, por lo que se tiene 7 = &.

En consecuencia, 22 = £ = BY  de donde £% = £Y ¢ dicho de otra forma,

/RS RT — RX’ RS RX>
PYiRX
PQ RS’

A partir de los Graficos 1, 2 y 3, vemos que PY = u, PQ) = d;, RX = vy
RS = d,, por lo que la tltima expresién puede escribirse de la siguiente manera:
La proporci6n entre la magnitud del segmento L; M, y d;, es igual a la propor-
cién entre la magnitud del segmento M L, y ds.
En otras palabras
(Mo — L;) : dy = (Ls — My) : do,

es decir
Mo—L; dy

L=y 4
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O sea, M, debe satisfacer la misma relacién de proporcionalidad (x), a partir de
la cual, anteriormente, obtuvimos la férmula para M,.
Observacién: En rigor, la principal razén para escoger a M, como la abscisa del
punto de interseccién entre los segmentos PR y SQ (ver Grafico 1), es tratar de
capturar el valor donde una curva “suave” (densidad de probabilidad que pudiese
ajustarse a los datos agrupados, que estadn representados en el Grafico 1) alcanzaria
su valor maximo, esto es, capturar la moda de la distribucién de probabilidad que
se estarfa ajustando a los datos.
A modo de ejemplo: El siguiente grafico muestra los datos asociados a la Tabla 2,
nuevamente, en el sentido que la altura de un rectdngulo representa la frecuencia
correspondiente al intervalo que forma su base.

16

10 12

395 455 515 575 A
=u—

b 635 695 755 815
v

Gréfico 4

En este caso, u = My — 575, v =635 — My, dy =12 y dy = 6.Como f; =10es
menor que f, = 16, entonces )M, debe estar mas “cerca” del extremo derecho del
intervalo modal, es decir, més cerca de L, = 635.

Por otra parte, j—; = 2, por lo que * debe ser igual a 2 (puesto que la forma
como decide la férmula acercase a uno u otro extremo del intervalo modal, se
traduce en que ambas proporciones sean iguales). Dicho de otra forma, como d,
es el doble de d,, entonces u debe ser el doble que v.

También, u+v =60, osea, 2v+v =60, porloque v =% =20, de donde
u = 40. Pero, My = 575+ u, por lo cual M, debe ser 615 (resultado obtenido en la
Seccién 5).

La figura siguiente ilustra lo anterior.

60
— v=3u —

575 My 635
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§7. Otra Aproximacion a la Férmula

Sean cy d niimeros reales, con ¢ < d, entonces el promedio de estos dos valores

¢td el cual puede escribirse como z = 1c + 1d, y corresponde al punto

medio del intervalo |¢, d].

esxr =

De forma mds general se define el promedio ponderado para ¢ y d como el
namero real 7, = ac + Bd, donde o y 5 son nimeros reales pertenecientes al
intervalo |0, 1[, y talque o + § = 1.

Un caso particular de promedio ponderado es cuando o = 3 = 3, esto es, el
promedio de los valores ¢ y d es un caso particular de promedio ponderado.

A continuacién veamos que , pertenece al intervalo |c, d[, y que Z, estard mds
cerca de ¢ cuando /3 sea menor que «, més cerca de d cuando 5 sea mayor que o'y
al centro del intervalo cuando f sea igual a a. Ademads veremos que la moda para
datos agrupados es un promedio ponderado de los extremos del intervalo modal.

Primeramente la distancia entre ¢ y d es (d — ¢) y por otra parte & = 3¢+ 3d =
c+ 1(d—c).

— 30— —>

Esto es, la distancia entre c y 7 es la misma que entre Z y d, en otras palabras z
es el punto medio del intervalo de extremos cy d.

Ahoraseaz, = 3c+3d =c+ 5(d—c).

T
[ I I
c Tp d

— 3(d—) —

Entonces la distancia entre c y z,, es la mitad de la distancia entre 7, y d.

Sea ahora 7, = ac+ fd. Como o + = 1, entonces z,, = (1 — §)c + (d, esto es,
T, =c+ f(d—c).

]
———— Bld—c) ————

Por lo tanto la distancia entre c y 7, es 5(d — ¢) y la distancia entre 7, y d es
(1 —=p8)(d—c), con § €]0,1[ (en los casos anteriores (§ era 1 y 3, respectivamente).
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p 1 = P < . 1 =
Asi, en el caso en que 3 < 35, T, estard més cercade cquededysif > 3, 7,
estard més cerca de d que de c.

Ahora reescribamos la formula de la moda.

My = L; +d+da_L +d+d (Ls — Li) = d+dL +d+dL

do
di+d2 y

Entonces M, resulta ser el promedio ponderado entre L; y L, con o =
_d
ﬁ o d1+1d2'

Notar que, en el caso en que el intervalo contiguo por la izquierda al intervalo

modal tenga mayor frecuencia que el intervalo contiguo por la derecha, esto es,
cuando f; > fy, se tendrad que fi — f1 < fur — f2, 0sea d; < do. Esta desigualdad

es equivalente a § = dl‘f; z < % O sea, en este caso la moda M, estara mas cerca

del limite inferior del intervalo modal que del limite superior.
d

di “:dQ

cerca del limite superior del intervalo modal que del limite inferior.

Andlogamente, si fi < f,, entonces 5 =

]_ 7z 7z
> 5, por lo que M, estara mas

En el ejemplo de la Seccién 5, f1 = 10, fo =16 y fu = 22, porloque d; = 12,
d, =6 y [ = 2. En consecuencia,

My = 5 -575+ 2 - 635 = 615.

En este caso f; < f,, osea, f > 5, por lo cual la moda M, = 615 estd mds cerca
de 635 que de 575 (la distancia entre la moda y 575 es 40, mientras la distancia
entre la moda y 635 es 20).

§8. Comentarios finales

Con esto finalizamos el andlisis de la férmula para calcular la moda desde
datos agrupados. Esta férmula es la que se presenta (sin ninguna explicacion,
salvo la identificaciéon de cada simbolo que la compone) tanto en algunos textos
como en otros recursos pedagogicos que se utilizan en el sistema escolar. Las
preguntas que surgen en forma natural respecto a esta férmula son: jvaldra la
pena, al menos en el sitema escolar, presentar esta férmula sin ninguna explicacién
sobre su construccién? jserd necesario, al menos para el sistema escolar, que la
moda esté mas cerca del limite inferior o del limite superior del intervalo modal si
este valor puede diferir tanto respecto al verdadero valor de la moda (como en el
ejemplo de la Seccién 5)?

Agradecimientos. El autor quiere agradecer a los revisores anénimos del articulo,

por sus valiosas observaciones y sugerencias, las cuales permitieron mejorar la
redaccién del mismo.
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Gracias Ali
por Adridn Paenza

LicIA estd sentada en la oficina que compartimos durante muchos afios. Por

las dudas: oficina 2090 del segundo piso del Pabellén Uno. La oficina es

chica... Dirfa que muy chica. Estantes con libros (muchos) y sobre todo apuntes
dentro de carpetas. Carpetas viejas llenas de polvo, llenas de tiza.

Un fichero enorme que ocu-
paba un lugar desproporcio-
nado. Demasiado grande pa-
ra un lugar tan pequefio. Alli
guarddbamos los ejercicios que
habiamos preparado para las
diferentes materias. Un piza-
rrén negro, quebrado en dife-
rentes lugares. Tizas. Algunas

amarillas. Un borrador viejo,
con felpa que parecia de otro Ficura 1. Alicia Dickenstein en la oficina 2090
siglo, casi derruida. No sé por

qué pero tengo la sensacion que el pizarrén estaba siempre escrito, como si con-
tuviera algunas verdades que habia que conservar. Més atin: habia un recuadro
escrito a mano que decia “No Borrar”.

Una ventana dividida en dos partes. Una fija, la superior. La otra, se abria hacia
adentro. jRaro, no? Y ademads, con un espesor a prueba de aviones que aterri-
zaban y decolaban en el Aeroparque...muy cerca. Es que al construir la Ciudad
Universitaria, el ruido de los aviones hacia afiicos los vidrios.

Dos escritorios. El de Alicia mira a una pared. No lo dije pero las paredes, que
alguna vez fueron grises, también fueron amarillas. Mi escritorio mira hacia la
puerta de entrada. Pero en realidad, todo es una ilusién 6ptica, porque para ser
sincero, todo es tan diminuto que todo mira hacia las paredes.

Alicia sigue sentada, mirdindome sin verme. Estd pensando. Mientras tanto, su
mano derecha le cruza la cara (casi) para poder acomodarse el pelo del lado iz-
quierdo, como si se lo estuviera estirando. Seria equivalente a encontrarse con un
cartel y una leyenda: “Persona pensando”. Claro, en este caso, seria “Alicia pen-
sando”.
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Algunas veces, ese mismo pelo
estaba atin htiimedo, de una mujer
H que habia salido apurada de la du-
AL : s cha pero que tenia un compromi-

R Y“_) 1\,“,.* "

AL ¢

so profesional en la facultad. Con-
migo o con cualquier otra persona.
No hay tiempo para coqueterias ni
siquiera para esperar que el pelo
‘se seque’.

La conoci como alumna en las
FiGura 2. Alicia Dickenstein explicando la matemati- o )
ca de las reacciones quimicas practicas de Topologia (o Topo).

Siempre con Carmen (Sessa). Més

tarde el mundo que habitaba el de-
partamento de Matematica, las conoceria como ‘la holomorfa’ y ‘la analitica’. In-
separables.

¢Coémo resumir una vida? ;Cémo resumir el privilegio de haber compartido
con ella horas y horas? ;Como contar las veces que discutimos? Los ejercicios que
pensamos juntos, las clases que preparamos, los concursos de los que fuimos par-
ticipes y también jurados. Todo lo que aprendi. Los viajes. El legado; eso, el legado.

El camino que recorrié Alicia no existia, lo hizo ella. Lo construy¢ ella. Cuando
se cas6 con Ratl (su inseparable comparfiero de ruta), es como si hubieran esta-
blecido un pacto: la Alicia ‘matematica profesional’ no se quedaria encerrada en
la Argentina, y mucho menos en Buenos Aires. Alicia necesitaba romper las ca-
denas de lo pre-establecido. ;Cudntos matrimonios conoce usted en donde el que
viaja es la mujer y la que se queda con los nifios pequefios (Mariana y Alejandro)
es el marido? Y no hablo de un viaje, ni viajes de un par de dias. No. Hablo de
mdltiples viajes, algunos de varias semanas, e incluso meses.

Alicia entendié muy rdpido que la clave estaba en las redes, pero no las redes
sociales (todavia ni siquiera eran un suefio), sino las redes con el mundo, con el
mundo de la matemaética. Las fue construyendo en forma incansable, golpeando
puertas, proponiendo ideas, pagandose sus viajes para no perderse las novedades,
pero también para aportar las suyas.

Estaba claro que la matemaética se hacia en Buenos Aires, pero también en Cor-
doba o Tucuman, y se hacia en Berkeley o en Trieste. O en Sedl o en la ciudad de
Meéxico o en Bahia Blanca o Bariloche. O en China. Los viajes eran cada vez maés
frecuentes. Sus trabajos empezaban a tener trascendencia, local e internacional.

Como su (nuestro) mentor, el queridisimo e inolvidable Miguel Herrera muri6
tan joven, Alicia se qued6 sin guia. En el medio del puente, ya bien entrada la
noche, la persona que llevaba la linterna, aquél que sabia por dénde ir, se nos
escap0 entre los dedos en forma inexplicable. En lugar de sentarse y penar por su
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fortuna, atin a costa de tener que frotar dos piedras y empezar todo de nuevo, de
re-descubrir el fuego, Alicia construy6 el camino. Ese mismo camino que la llevé
a ser la primera mujer directora del Departamento de Matematica de la Facultad
de Ciencias Exactas y Naturales de la UBA. Y lo escribo asi, con todas las letras,
con todas las palabras, para ponerle la ‘pompa’ que se merece.

Y fueron llegando los pre-
mios. Y los reconocimientos.
Y la eleccion en el 2014 co-
mo una de las vicepresidentas
de la Unién Internacional de

Matematica. Escribi “Interna- in Science

cional”. Y escribi “que la eli-
gieron”. Su curiosidad la llevé
a lugares insospechados, pe-

ro no me refiero a la geogra-

fia sino dentro del mundo de Ficura 3. Foto gentileza: Premio Internacional L'Oréal-
UNESCO “Por las Mujeres en la Ciencia”.

la matemédtica misma. Y des-
pués la biologia. Las conexio-
nes. Las redes. Después empezaron a llegar los nietos, su otra pasion: los nifios. Y
el Matemayx, el libro con el querido e inigualable Juan Sabia.

Y aca, paro. Si escribiera que Alicia es la mejor matematica argentina de la histo-
ria, seguramente serfa considerado un atrevido. Y posiblemente lo sea. Pero le su-
geriria que viera sus contribuciones en diferentes disciplinas y los reconocimien-
tos que recibi6. Pero de lo que estoy seguro es que Alicia, cuando se quedé sola en
ese camino, sin “padre, tutor o encargado”, como decia en las libretas a mediados
del siglo pasado, se fue como una mochilera a recorrer Europa... y Estados Uni-
dos.. y Asia. Pele6 por los derechos de la mujer, por la igualdad de género cuando
todavia no era un ‘trending topic’, como se acostumbra a decir ahora. Y gané. Su
tarea es hoy sefialada y distinguida por ese mismo mundo que ponia las piedras.

Su curiosidad infinita, la seguridad que siempre exhibié para exponerse vulne-
rable, su audacia para decir ‘no sé, decimelo de nuevo, no te entiendo’, sus alum-
nas y alumnos, sus charlas y sus clases, sus proyectos e iniciativas... ;Qué mas
tiene que hacer una persona para dejar una marca en la vida?

Este es un brevisimo resumen de alguien que fue testigo (y lo sigue siendo) de
una mujer tinica, pionera y que merece el mayor reconocimiento en vida, cuando
ella lo pueda disfrutar. Y me voy a atribuir una representatividad que nadie me
confiri6, para decirle: “Gracias Ali. Gracias por todo”.
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Seccion de Problemas

por Juan Pablo Rossetti

Los siguientes problemas estdn pensados para un puiblico amplio. Las solucio-
nes se encuentran en la pagina siguiente.

N7,
N

Problema 1. Tiempo para armar un rompecabezas. Si te lleva una hora armar un rom-
pecabezas de 100 piezas, jcudnto tiempo te llevard armar uno de 200 piezas?

En general: silleva x horas armar un rompecabezas de N piezas, ;cudntas horas
llevara, aproximadamente, armar uno de 2N piezas?

[Aclaracion: para precisar mas matematicamente el problema, pensemos que en lugar de
ser un rompecabezas de 100 piezas, es uno de miles de piezas en el que solo te falta colocar
100 piezas en 100 huequitos que quedaron, y que ni los colores ni las formas te ayudan,
sino que hay que “ir probando” de a una pieza hasta dar con la que encaja perfectamente.

La pregunta seria: si te llevé una hora colocar las tltimas 100 piezas de este rompe-
cabezas, jcuanto tiempo, aproximadamente, te hubiera llevado colocar las tltimas 200
piezas?]

Problema 2., Jugando al ping pong. Tres amigos pasan un buen rato jugando al ping pong.
Se enfrentan dos y cuando uno pierde, le deja su lugar al que estd afuera, y asi sucesiva-
mente, juegan muchos partidos.

Cuando terminan, se dan cuenta que uno jugé 17 partidos, otro 15 y otro 10. ;Quién
perdi6 el 6to partido?

Problema 3. Suma de diferencias. A los nimeros 1,2,3,...,2n, los partimos en dos con-
juntos, digamos Ay B, de n nimeros cada uno y vamos a sumar las diferencias (en valor
absoluto) entre el nimero menor de A y el mayor de B, con la diferencia entre el 2do
menor de A y el 2do mayor de By asi sucesivamente hasta la diferencia entre el mayor de
Ay el menor de B. Calcular cuanto da esta suma y justificar porqué.

En simbolos, si ordenamos A de menor a mayor (es decir, a; < a2 < --- < ay)y
ordenamos B de mayor a menor (es decir, by > by > --- > b,), calcular

]al—b1|—|—\a2—b2\+~--+\an—bn],

con demostracion.
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SOLUCIONES

Solucion 1., Respuesta: 4 horas. Y en general: 4z horas.

En el modelo propuesto en la Aclaracion, el tiempo aproximado que lleva colocar la

primera de N piezas varia entre 1, si justo acertamos, y N, si fuimos probando con todas

y la ltima era la correcta (en unidades de tiempo). Esto nos da un promedio de £

para la primera de IV piezas. Para llenar el 2do hueco, hacemos lo mismo y nos da un
14+(N-1)

promedio de ——+5—. Asi seguimos hasta que la dltima pieza nos lleva solo 1 tiempo. Al
sumar queda:
N
1+k 1(N+3)N 1,
= — =—(N N).
kzl 2 2 2 4( +3N)

Haciendo una fuerte simplificacién podemos pensar que el crecimiento del tiempo en
funcién de N, el niimero de piezas, es cuadratico en N. Por lo tanto, colocar 200 piezas
demoraria, aproximadamente, 22 — 4 horas.

En general, armar algo de 2N piezas llevara aproximadamente 4 veces el tiempo que
lleva armar algo de NV piezas.

Solucion 2. Respuesta: Perdi6 el 6to partido el amigo que jug6 solo 10 partidos.
17+15+10 _ 42
2 2

Si contamos, hubo = 21 partidos. Un jugador nunca queda afuera en
dos partidos consecutivos, de modo que el que solo jug6 10 partidos, jugé necesariamente
el 2do partido, el 4to, el 6to, etc, hasta el vigésimo partido, es decir, todos los partidos pares
y ninguno impar. Entonces perdi6 los 10 partidos que jugé, por lo tanto él perdi6 el 6to
partido.

Solucion 3. Respuesta:Dal+3+5+---+ (2n—1) = n?

Esto es asi porque si, por ejemplo, A = {1,2,...,n} y B = {n+ 1,n+2,...,2n},
entonces [a; —b1| =1 —=2n|=2n—1,|ag —ba| =[2— (2n—1)| =2n —3,...,|a, — by| =
In—(n+1)] =1

Lo notable ahora es que la suma da siempre igual, sin importar como sean los conjuntos
Ay B. Para ver esto, supongamos que tenemos b; = a; + 1 y que queremos intercambiar
estos dos elementos de conjuntos, es decir, que el b; pase a Ay el a; pase a B. Veamos que
la suma del enunciado no se modifica al hacer este intercambio. Notemos que los tinicos
valores que cambiarfan en la suma serfan |a; — b;| y |a; — bj].

Hay 3 casos: si ¢ = j, entonces en lugar de tener dos términos donde hay cambios,
habria uno solo, el |a; — b;|, que por tener valor absoluto, no cambiaria.

Sii < j, entonces |a; — b;| baja uno, pues el nuevo a; es ahora el viejo a; mas uno,
mientras que b; permanece igual y es mayor a estos. Pero el término |a; — b;| sube uno
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' - . a _
ues el nuevo b; es ahora menor por uno al viejo b; y se alejé un lugar de a;, que es mayor
Por lo tanto, el cambio se compensa y la suma total permanece igual.

Sii > n+1— j,sucede algo similar, pues |a; — b;| sube uno mientras que |a; — b;| baja
uno.

Con esto, queda demostrada la invariancia de la suma del enunciado, pues se puede
lograr armar cualquier par de conjuntos A y B a partir del ejemplo y una sucesién de
intercambios como el analizado entre a; y b; contiguos.

Vale la pena mencionar que hay diversas demostraciones de esta invariancia.
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jSucesiones al toque!

(Cudl creés que es el proximo ntmero en las siguientes sucesiones y
por qué? ;Te animds a encontrar més términos de estas sucesiones? ;Y
una férmula general?

{an}: 1,2,6,15,31,56,92,141, 205,286, ...

{bn}: 1,10,12,21,100,102, 111,120, 122, 201, 210, 212, 221, 1000, 1002, 1011, 1020,
1022 ...

{ca}: 1,5,14, 33,72, 151, 310, 629, 1268, 2547, 5106, 10225, 20464, 40943, 81902,
163821, ...

{dn}: 1,1,2,3,7,16, 65,321, 4546, 107587, 20773703, 11595736272 , . ..

[Ayuda para {d, }: cada término tiene en cuenta los dos términos anteriores. |

Podés encontrar las soluciones en la pagina siguiente.

Q00000 OO o OO O O
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Soluciones de jsucesiones al toque!
all = 386.
Ap4+1 = Ap + n?.

b1g = 1101.
Son los ntiimeros impares escritos en base 3. O lo mismo, los ni-
meros ordenados, salteados, usando solo los digitos 0, 1 y 2.

c17 = 327660.
¢n = 2¢p—1+ (n+1). También ¢, 19 = 3¢p+1 — 2¢p, + 1.

dy3 = 431558332068481.
Aoy = d2_| + dy.

Viene de la pagina anterior.
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