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Articulo de Matemitica

CRIPTOGRAFIA, LITERATURA Y EDUCACION
INTEGRAL: “VIAJE AL CENTRO DE LA TIERRA”
DE JULIO VERNE

Vicente Jara-Vera y Carmen Sanchez-Avila

ResumeN. Ofrecemos en este articulo un ejemplo de las posibilidades de la Criptografia,
como rama de la Matematica Aplicada, para abarcar de manera grata y fructifera numerosas
cuestiones imprescindibles de la Educacién. Y cuando decimos Educacién queremos resaltar
su semantica mds amplia y extensa, tan necesaria y tan afiorada muchas veces hoy en
dia, sin perder la necesaria precisién de la especializacién, agrupando en este estudio
cuestiones relativas a dreas como la Matematica, la Seguridad de las Comunicaciones, la
Literatura, la Lingiiistica, o las Lenguas Clasicas. Nos hemos apoyado para tal efecto en
una famosa obra literaria del genial escritor francés Julio G. Verne, “Viaje al centro de la
Tierra”. A partir inicamente del enigmatico mensaje que aparece al inicio de la novela
ofrecemos detalladamente y por medios criptoanaliticos la solucién, mostrando paso a
paso los diversos acercamientos para resolver de manera general un texto desconocido.
Finalmente, este ejemplo nos sirve para detallar algunos elementos fundamentales del
Algebra y de la Teoria de la Comunicacién que son propios de la Criptologia.

Palabras clave: Criptoandlisis, Criptografia, Educacion, Literatura.

AsstracT. We offer in this paper an example of the possibilities of Cryptography, as a
branch of Applied Mathematics, to cover pleasantly and fruitfully many essential questions
of Education. And when we say Education we want to highlight its broader and more
extensive semantics, so necessary and so longed for many times today, without losing the
necessary precision of specialization, grouping in this study issues related to areas such
as Mathematics, Communications Security, Literature, Linguistics, or Classical Languages.
For this purpose, we have relied on a famous literary work by the great French writer Jules
G. Verne, “Journey to the Center of the Earth”. Based solely on the enigmatic message that
appears at the beginning of the novel we offer the solution in detail and by cryptanalytic
means, showing step by step the various approaches to generally resolve an unknown
text. Finally, this example helps us to detail some fundamental elements of Algebra and
Communication Theory that are typical of Cryptology.

Keywords: Cryptanalysis, Cryptography, Education, Literature



4 Vicente Jara-Vera y Carmen Sinchez-Avila

§1. Introducciéon

Toda novela es un testimonio cifrado (Vargas-Llosa, 1971).

Sin negar la afirmacién mencionada por el premiado con el Nobel de Literatura,
vamos a circunscribirnos mucho maés, en concreto, a algunas novelas muy signi-
ticativas donde el cifrado es mucho mds patente. Nuestra intencién es llamar la
atencion sobre esas obras, las cuales suelen quedar ubicadas en aquellos momen-
tos de la vida donde los nifios y jovenes atisban la adultez, con la pretension de
rescatarlas también, sin olvidar aquellos, para una edad mas madura y reflexiva.
La justificacion estd en que los tonos y coloridos que proyectan ofrecen a este
lector més reflexivo aspectos inéditos que con casi total seguridad pasé por alto en
aquella época. Ademas, en las tareas educativas y docentes pueden utilizarse muy
acertadamente, sirviendo de textos motivadores y ofreciendo una gran transver-
salidad, abarcando desde ellas multitud de disciplinas, no solo la Literatura o la
Lingtiistica, o las Lenguas Clésicas, sino también la Matematica, la Criptologia y la
Teoria de la Seguridad y las Comunicaciones.

Han sido muchos los literatos que se sintieron atraidos por la Criptografia, o al
menos, la usaron como elemento de provecho, por aquello del misterio que lleva
aparejado, para algunas de sus novelas(Kahn, 1996). Sin ser exhaustivos, podemos
indicar algunos de ellos.

Asi, el britanico William Makepeace Thackeray (1811-1863), quien en su novela
“The History of Henry Esmond” (1852) menciona un cifrado de transposiciéon con
rejilla de Cardano: una permutacion de las letras del texto, desordendndolas segtin
una serie de agujeros dispuestos de manera confusa en una plantilla.

Otro es el irlandés Bram Stoker (1847-1912), quien en “The Mystery of the Sea”
(1902) muestra un complicado sistema de cifrado y esteganografia con el sistema
de Francis Bacon, sustitucién multiple biliteral, obligdndose a ofrecer al lector
varios apéndices explicativos.

Mencionemos al inglés Henry Rider Haggard (1856-1925), el cual en “Colonel
Quaritch, V.C.: A Tale of Country Life” (1888) ofrecerd un cifrado con letras nulas,
escondiendo asi el texto de interés.

El escritor estadounidense Robert William Chambers (1865-1933) escribira “The
Tracer of Lost Persons” (1906), donde aparecera un cifrado de sustitucién sencillo
de signos a nameros, que serdn luego los ordinales de las letras alfabéticas del
mensaje oculto.

No podia faltar en este breve listado la inglesa Agatha Christie (1890-1976),
quien en “The Four Suspects” (1932) diferentes nombres de dalias generan un
mensaje secreto.

Sin embargo, de entre todos los autores, los que més resaltan son sin duda alguna
Poe, Verne y Doyle.
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De la pluma del estadounidense Edgar Allan Poe (1809-1849) sali6 el famoso
relato “The Gold-Bug” (1843), donde encontramos un sencillo cifrado de sustitu-
cién monogramica monoalfabeto: es decir, donde cada letra del texto en claro es
sustituida por otro signo y siempre por el mismo otro signo (Poe, 1843).

De entre los grandes novelistas en lengua francesa hemos de citar a Jules Gabriel
Verne (1828-1905), conocido en los paises iberoamericanos como Julio Verne, quien
se servird en cuatro de sus novelas de la Criptografia. En la famosa “Voyage au
centre de la Terre” (Verne, 1864) encontramos un mensaje cifrado que esconde
el lugar por el cual se puede acceder al centro del planeta Tierra. En la segunda
novela, “Les enfants du Capitaine Grant” (Verne, 1868), los hijos de un capitdn de
navio lanzan una peticién de socorro al mar en una botella que serd posteriormente
tragada por un tiburén martillo. La verdad es que aqui no estamos ante un mensaje
cifrado, sino simplemente muy deteriorado, con un mismo texto de auxilio en
inglés, aleman y francés, que a trozos, de uno y otro idioma, permiten recomponerlo
en gran parte. Unos afios mas tarde escribira Verne “La Jangada” (Verne, 1881),
situada en el Amazonas, donde un texto cifrado de sustitucién polialfabética (ahora
no siempre la misma letra es sustituida por el mismo simbolo) es pieza fundamental
para prevenir un matrimonio no deseado y conseguir una exoneracién de delitos
acaecidos en el pasado. La cuarta novela es “Mathias Sandorf” (Verne, 1885), donde
un mensaje cifrado interceptado lleva a impedir una revuelta revolucionaria.

No podia faltar Sherlock Holmes en este tipo de enigmas, y asf, el escocés Arthur
Conan Doyle (1859-1930) lo situ6 enfrentdndose a varios de estos textos cifrados.
En sunovela “The ‘Gloria Scott’ ” (Doyle, 1893) encontramos un mensaje cifrado (y
esteganografico) escondido en un texto mayor con insercién de palabras nulas, pues
para leer el correcto hay que tomar las terceras palabras del mensaje. El segundo
caso es el mas famoso, “The Dancing Men” (Doyle, 1905), donde aparece un cifrado
de sustitucién por figuritas humanas en diversas posiciones de brazos y manos
y en ocasiones con o sin banderines. Finalmente, en el relato “The Valley of Fear”
(Doyle, 1915) el famoso detective consigue acertar en la suposicién del libro de
cédigo usado por su némesis Moriarty, solucionando un cifrado extremadamente
complejo.

En este articulo nos centraremos en la primera novela mencionada de Julio Verne,
“Viaje al centro de la Tierra”, por recoger los cifrados de sustitucién (al menos
monoalfabético) y de transposicién, que son componentes fundamentales de los
métodos criptolégicos (Jara-Vera y Sanchez-Avila, 2021). Esperemos sirva para
apetecer zambullirse en el resto de relatos aqui mencionados.

§2. El cifrado de “Viaje al centro de la Tierra”

En la muy conocida novela que nos ocupa, casi al inicio de la misma, durante
la conversacién del profesor Otto Lidenbrock, especialista en mineralogia, con su
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6  Vicente Jara-Vera y Carmen Sanchez-Avila

sobrino acerca de un preciado libro del escritor islandés del siglo XII-XIII Snorri
Sturluson, recién adquirido en una vieja libreria, se desprende de su interior un
pergamino con un extrafio mensaje (Fig. 1). Este, sin ninguna pista mds, sera el
objeto de nuestra investigacion. Vamos a intentar resolverlo de la manera mas
dificil, es decir, sin tener en cuenta ninguno de los aspectos relativos al libro en el

cual estaba escondido o su autor, es decir, intentaremos el descifrado basandonos
en el solo texto.

2.1. Criptoanalisis.

X.ARNMU  AHATNEDN Uik bD
MITMMUYF NREYI4F NIPDACY
rtUAYN, 1A 1 MU hd RbAAN

Y2 MAL ANV AAL MU
AMNI1A +AUFVAY 1411B M
YreAYl 402N FATRNTDN
b2 11r kh+lBr  Frblll

Ficura 1. Mensaje original de la novela (Verne, 1864).

Este extrafio mensaje parece consistir en un conjunto amplio de signos facil-
mente separables. Analizando la lista de elementos y entendiendo que es un texto
manuscrito donde los elementos no tienen que ser exactamente iguales, podemos

contar un total de 136 signos que podemos agrupar por su aparente similitud en
diversos conjuntos (Fig. 2).

Ar¥t¥thpXikt ka4t 18 LD DL L - 1

AhbhhhhAidAA 12 NI ¥ 1
111111114111 12 bbbbbb 6 4
T X T X o R B YYYY-—4a Lyl -3
M HHhhkY 10 FFF-—3 Ad -1 3
ANRRRRKRA -0 kbR ;II 1
U] 9 i;" - : '

FYYrrry-—7

Ficura 2. Agrupacién inicial de signos por su similitud.

Una mirada maés precisa sobre la lista de elementos nos lleva a fijarnos en el
parecido entre algunos de ellos. En concreto, los de la (Fig. 3).

1 H 1

Ficura 3. Algunos aparentes parecidos entre signos.

Los pares son similares a los impares respectivamente, pero con un cierto marca-
do en las partes finales de los trazos tal y como se haria con las letras maytsculas

en las lenguas provenientes del latin.
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Y es también remarcable que haya algunos signos, los menos comunes, que
son como tildes, comas o puntos, como si fueran signos de puntuacién, como
apreciamos en la parte final del listado de la (Fig. 2). Hemos de ver qué significado
pueden tener. Porque atin no podemos afirmar que sea un texto cifrado, por ahora
no sabemos nada del mismo, o casi nada. Decir que curiosamente, dentro de la his-
toria de la Criptografia, al menos en la Criptografia clasica, han sido habitualmente
signos que no han solido cifrarse, los signos de puntuacién, dandose por supuesto
en la lectura del texto descifrado, que podia irlos colocando por el contexto.

Al repasar la lista de frecuencias (Fig. 2) apreciamos que la cantidad de signos
diferentes es pequefia. Incluso si consideramos signos diferentes los indicados
previamente (Fig. 3) y no pensamos en signos de puntuacién insertos, tendriamos
un total de 25, que coincide muy bien con una estructura lingtiistica vocélico-
consondntica, y no con una estructura sildbica, que precisaria de varias veces mas
de signos, ni estructuras intermedias entre ambas. Este es el primero de los andlisis
que tenemos que realizar, ver la estructura de la lengua subyacente.

En el caso mas restrictivo de no contar como distintos los cuatro signos de la
(Fig. 3) ni tampoco los dos finales del listado de la (Fig. 2) tendriamos un total
de 19 elementos, lo que es algo menos de lo esperado en una lengua vocalico-
consondntica, si bien el texto bajo estudio (Fig. 1) no es muy largo y podemos
esperar que no todos los signos, por ejemplo, de un alfabeto amplio, como {a, b, c,
def ghijklmmnopqrstuvw, Xy, z}, se hayan utilizado.

Otro aspecto que salta a la vista es la curiosa exposicién de elementos, agrupados
en lo que parecen ser tres columnas distintas y separables. Atendiendo a la cantidad
de unidades o elementos que aparece en cada linea de cada columna tenemos un
recuento altamente regular (Fig. 4).

|||~ NN
|||~
|||~

Ficura 4. Disposicion estructural de los signos del mensaje.

A partir de este momento vamos a intentar suponer la lengua en la cual esté escri-
to el texto. Un primer grupo de lenguas en las que podemos pensar es el gran Filo
Indoeuropeo, o en los Filos Urélico, Caucésico y Altaico. Con esto completariamos
todo el arco de Europa y el Asia Occidental.

Existe un invariante muy usado en Criptografia, el denominado Indice de Coin-
cidencia, el cual nos permite acotar la posible lengua base del mensaje, ya que nos

Revista de Educacién Matemdtica, Vol. 37 N° 2 — 2022



8  Vicente Jara-Vera y Carmen Sanchez-Avila

da la frecuencia relativa de encontrar en dos textos el mismo cardcter en la misma
posicién (Friedman, 1987; Bauer, 2007), un dato que se mantiene con gran regu-
laridad en los lenguajes a pesar del paso del tiempo (Jara-Vera y Sanchez-Avila,
2019), estando definido como

>im1 ¢i(gi — 1)

Q-1
donde () es el niimero de elementos de la secuencia literal, ¢; las respectivas apa-
riciones de cada grafema en la secuencia literal y m la cantidad de elementos

I.=

alfabéticos. La expresion evalta la probabilidad de elegir dos caracteres iguales
de forma aleatoria, de ahi el producto (%) (g—j), que proviene del calculo de las
combinaciones Cy,» = 1¢;(¢; — 1) dividido entre Q(Q — 1), agrupadas en un
sumatorio sobre cada uno de los caracteres o elementos alfabéticos.

El indice /. mide la variacién de la frecuencia de aparicion de los caracteres
en un texto, y como hemos dicho, suele estar muy acotado para cada lenguaje.
Ademas, y es lo que a nosotros nos interesard, este valor se mantiene aun cuando
el texto haya sido cifrado por transposicién o sustitucién monoalfabética, e incluso
permite comprobar si el mensaje ha sido cifrado usando un modo polialfabético,
pues en este Gltimo caso ofrece un valor cercano a cero.

Para nuestro texto cifrado el valor del I.C. sin considerar los valores maytscula
es de 0,071203777, mientras que en el caso de tenerlos en cuenta es de 0,072287763.
Estos valores nos llevan a pensar en que no se han aplicado cifrados polialfabéticos,
y en todo caso solo permutaciones o sustituciones monoalfabéticas. Sin embargo,
los valores obtenidos son muy comunes en multitud de lenguas, incluso de diversos
Filos lingtiisticos diferentes (Jara-Vera, 2016), por lo que prescindiremos de este
invariante y buscaremos otros modos de atacar nuestro texto.

A pesar de lo poco que sabemos hasta ahora de nuestro mensaje secreto, es
claro no obstante, que los signos graficos del mensaje nos obligan a considerar
las runas como un lenguaje que quizés resuelva el significado de lo que tenemos
delante, o cuanto menos, ayuden en algo. La grafia es de alfabeto rtinico, si bien esta
denominacién, mds que tnica, corresponde a un conjunto de alfabetos diversos
mdés o menos similares que sirvieron de base para escribir lenguas germanicas
durante la Edad Antigua y Media, siendo desplazadas poco a poco por las formas
latinas a partir del siglo VIII. Las inscripciones mas antiguas se remontan a la mitad
del siglo II, habiendo persistido su uso hasta el siglo XX en algunas zonas rurales
de Suecia. Tratando la diversidad de subfamilias, hemos de citar el futhark antiguo,
que se desarroll6 desde el siglo II hasta el IX. Entre tanto, en el siglo V surgi6 la
variante anglosajona o futhorc, presente hasta el siglo XII. También, entre el siglo
IX 'y el XII se desarroll6 el futhark escandinavo, del que se derivarian las formas
danesas, las sueco-noruegas, las islandesas, las de Hélsingland, las marcomanas,
las medievales y las dalecarlianas (Arntz, 2007).

Revista de Educacién Matemdtica, Vol. 37 N° 2 — 2022
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Sin entrar en los detalles de las variantes y considerando las mds cercanas en su
trazado a las de nuestro texto, hemos de quedarnos con seis posibilidades (Fig. 5).
Recogemos cada uno de los signos del mensaje que estamos analizando y damos
la transliteracion entre corchete y el sonido fonético IFA correspondiente en los
casos en que existe igualdad. En los que no existe igualdad damos la runa mas

cercana con sus opciones transliterada y fonética.

futhark futhere futhark runas . .
i . . runas medievales | runas dalecarlianas
antiguo | anglosajon | escandinave |marcomanas
X:lgl, /g/ |X:1gl, /e/ . .
A vl fof temnL s |12 726Y [nl, /n/ (=], fel./=/ [al, /a(:)/
A K1, /k/ &1, /af. [t/ Iyl fy/ [o], fo/
1 [t 14/, 1/ [t /t/, el, /e, [n], /n/
M |l |mw [, [/, /af ([ /e 14, /t/, fd/ tyl. /y/
H isl, /s/ [s], /s/ [sl, /s/ isl, /s/ Is1, /s/, Ic]
A K1, /k/ Inl, /n/ Inl, /n/
| sy iy oz tl, fiG:)/ Gl, /it. fil, fel Is1, /s/, Til, /if
Y [kl, /k/, [gl, Je/  |[ch] Ikl /k/, Igl, /g |IKL, 7K/, Iyl v/
. . [ul, [o], fu(:)/,  [[r], /r/, [ul,
N s ey |l ey Tl ful, fuf, fwl, i |, fuf
M ol o o, /1y o, /1y o,/ o,
b [bl, /b/
Y @ e (m, /m/ vl /y/ [m], /m/ (m, /m/
F e |ezio e |eci, i iy oo e (e, s ml g |, /6
R enraer =720 |t 7@, 1oL ot fial, fat 091, /i/
B [/ w1y [bl, /b/, [pl, /ol |[b], /b/ [bl, /b/ [b], /b/
r P:[kl, /K/, I8), g/ P: [k, /&/, [g]. /g/  |IK1, /&, Iy1, fy/
f
p 4 artiol fiof [ e uang |EmL L], /m/
JA/:Th1, /h/, (3]
I] sl /s/
I 0, /i)

Ficura 5. Tabla de correspondencias de los elementos del mensaje
con distintas subfamilias de runas.

Ala vista de la (Fig. 5) no podemos decantarnos por una variante lingtiistica con
claridad. Incluso la variante dalecarliana, que es la que mds correspondencias tiene
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10 Vicente Jara-Vera y Carmen Sinchez-Avila

mantiene varios signos sin clara identificacién. Por otro lado, como ya indicamos
(Fig. 3), parece que los cuatro signos tltimos se corresponden a letras ya presentes.

Sin embargo, al hacer una transliteracion el texto no tiene sentido alguno, ya se
lea columna tras columna, de izquierda a derecha o viceversa; o bien se lea fila a fila
sin considerar la divisién en columnas, tanto a derecha como a izquierda. Incluso
parece que algunos de los signos han sido inventados, como ocurre con la 7° y 5°
fila de la (Fig. 5) contando desde abajo. Todo lo cual nos hace dudar de que sea un
texto escrito en un verdadero lenguaje rtinico y quizas sea més bien una utilizacién
de estos signos junto con otros inventados similares escondiendo un texto en otra
lengua. Estarfamos entonces claramente no ante un texto escrito en alguna lengua
originada en el antiguo norte de Europa, sino ante un texto que podemos calificar
como cifrado, en toda la extensién del término, un texto que esconde su significado
por algtn método o sistema. ;Pero cudl es el sistema utilizado? Es més, ;cuél seria
el lenguaje del texto origen?

Volviendo a la estructura tan regular que hemos recogido en la (Fig. 4), hemos de
decir que no surge esta disposicién haciendo una escritura desde arriba hacia abajo,
sino mds bien al modo de ir rellenando desde arriba hacia abajo, linea a linea, y de
izquierda a derecha (o quizas también en bustrofedon desde la esquina superior
derecha) elemento a elemento, signo a signo, quedandonos sin mas signos al llegar
ala cuarta linea de la primera columna. De entre estas dos opciones consideraremos
la mas cercana a nuestros lenguajes (Fig. 6), volviendo si no obtuviéramos nada a
la opcién de bustrofedon.

YAMMNRKIALANAAIVr+#FPRY - HEIJNITPAYNA
PNYVAAR MY A AFTEP AR INUMIPN 14 BRETH
¥bUAbhAM FAATKILIMNIMIATI T AP HAABY NP1
BIMbBYXIYtAYDAAYUMINNYRIMDMFEFRATUNIT

Ficura 6. Posible recolocacion del texto.

Intentando justificar si esta es la verdadera ordenacién original del mensaje
podemos fijarnos en los dos signos que aparentan ser como puntos. Notamos que
delante de ellos lo que tenemos son dos signos que hemos considerado como
posibles formas de letras maytsculas. Pero si fueran puntos deberian estar detrds
de ellos las maytsculas y no delante. Por otro lado, el tltimo signo es de nuevo
una posible forma maytscula. Estos aspectos tendrian sentido si el texto fuera no
tanto el de la (Fig. 6) sino su inverso, el escrito de atrds hacia adelante (Fig. 7).
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INUKNFEENMMIRKNDNIMY AN DYALYTAYDAMNIBAD
NYBAUYAAPM I AIHINMILINAAIY AN A RbIMb A
ZAVEARLIALDIMESV I FI 7 VYL IOrN 4 4.4 N0
ANYAPM I AN AN. P ReF4rI , AANYHArANHMAX

Ficura 7. Més que posible recolocacién del texto.

Volviendo a aplicar la transliteracién con las diferentes posibilidades (Fig. 5) con
esta nueva estructura no parece obtenerse ningtn sentido dentro de las lenguas que
les corresponderian, en especial las lenguas de la Familia Germdnica, Subfamilia
Septentrional, del Filo Indoeuropeo, como el islandés, danés, noruego, sueco o
elfdaliano (o dalecarliano).

Con estos resultados podemos decir que nuestro texto ha sido sometido tanto a
un cifrado de sustitucién utilizando signos de aspecto rtnico, y ademés a un cifrado
de transposicién, con la colocacién elemento a elemento en los distintos bloques y
columnas junto con la lectura inversa. Queda por ver ahora la correspondencia de
cada signo, de cada runa o pseudo-runa, con alguna determinada letra del lenguaje
original del texto, que atin desconocemos.

De ahi que un siguiente cometido sea el andlisis de frecuencias de los signos
presentes, el cual suele ofrecer numerosas indicaciones de la lengua originaria, pues
es un dato suficientemente ligado a cada lengua y mantenido diacrénicamente (Jara-
Vera y Sanchez-Avila, 2019). Calcularemos las dos opciones siguientes (Fig. 8),
ambas sin tener en cuenta los signos que parecen ser puntos y comas, que tampoco
son demasiados para alterar mucho los porcentajes: a) sin considerar los cuatro
signos que parecen ser versiones mayusculas; b) considerdndolos y asimilandolos
a sus posibles versiones mintsculas.

Los datos obtenidos son muy corrientes en multitud de lenguas, pudiendo
inicialmente cefiirnos al &mbito Indoeuropeo o tal vez del Uralico, como Filos
mas probables, y mds extraordinariamente, podriamos pensar en lenguas de los
Filos Altaico o Caucésico. Por lo tanto, podemos suponer un cifrado de sustituciéon
donde cada signo de las runas y pseudo-runas han sido tomados como reemplazos
de un signo de un alfabeto, posiblemente un alfabeto latino.

Considerando los primeros 7 signos mas habituales del texto, que suponen alre-
dedor de algo més de la mitad del total del mismo, un 59,56 %, vamos a hacer las
sustituciones con un conjunto amplio de lenguas, como son las siguientes: espa-
fiol, portugués, italiano, francés, inglés, alemén, holandés, danés, sueco, noruego,
islandés, finés, hungaro, polaco, griego, latin y esperanto(Jara-Vera, 2016; ETA,
2021).

Al considerar los signos més habituales en las diversas lenguas que estamos
considerando como hipétesis, la méas repetida es una vocal, ya sea una “e” (ej.
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Ficura 8. Frecuencias de los signos.

1“7
1

espafiol), una “a” (ej. griego) o una “i” (ej. polaco). Viendo la (Fig. 5), este dato
nos hace pensar como una posibilidad quizas elegida por el criptégrafo el darle
al signo més repetido algunas de las opciones del futhark escandinavo, medieval
o dalecarliano, lo que vendria a ser una letra como la “a” o la “e”, si bien podria
haber tomado otra eleccién. También es habitual en las lenguas consideradas que
el segundo signo mas repetido o bien sea una vocal (ej. espafiol) o bien “t” (ej.
inglés), “n” (ej. danés), “s” (ej. francés), “r” (ej. noruego), lo que nos hace pensar,
si es que hubiera tenido en cuenta valores transliterados, en el futhark escandinavo,
el medieval o el dalecarliano. De igual forma, para la tercera letra mas repetida

o _ 7

podemos también quedarnos con letras que tenemos en la (Fig. 5), como son “e”,
£y rr i 7
t

n”, que encontramos en esas posiciones en varias lenguas, como el esperanto,
htingaro o sueco, respectivamente.

Con este procedimiento podemos pensar en la hipétesis de la transliteracion de
los diversos signos, y con ello, considerando los siete més habituales, probaremos
las siguientes opciones:

(afe) = (r/y/o) = (e/t/n) = (t/d]y) = (s) = (k/n) = (i/j/s)

Por otro lado, debido a la presencia de la letra “a” en las lenguas que estamos
considerando en los primeros lugares por su elevada frecuencia, también conside-
raremos en todos los lugares su posible existencia como opcién posible.
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Al realizar las diversas sustituciones hay en concreto una que parece ofrecer una
cierta presencia de significado: e-r-a-t-s-n-i. Y que en gran parte parece acercarse a
la (Fig. 5). La recogemos en la (Fig. 9).

I!\thFFMHIhrnrmrm Nuvrwbmaw
NY B A WP 1AM ATHIN M IR AR I"1 Mkbqu_b-rh

artaris iiint ra e n a s

b4 kbh*‘lhb‘! th'l R, 1*4’?4*&14-.-{'911‘.&#!’-{'!\1‘

I I & 5 g n

rhh*rri'rﬂkHH I’th-rIri t-‘Iaﬁh.ﬂm rkhhlq#x

it tinmn e s I n € n

Ficura 9. Primera aproximacion a la solucién, con 7 letras (mints-
culas).

Enla 3° fila podemos suponer la palabra “terrestre”, que tenemos en el espafiol. Si
afiadimos tres de los signos que suponemos ser formas mayﬁsculas y les damos los

1“ /l ‘“”_ 7 ll 4

posibles valores de sus formas mintisculas consideradas, s , tendriamos:

InSne ----sl----is-ratere--e--e-1i-at
- - -raS - artarisl - - iiintra - a - en - as - es
-en-e-a--as-iat-r - teterrestre - ent

r---ttin-es----- e-i-ArneSa-n - sse-

No obstante, la posibilidad de la escritura en espafiol se desvanece por la presen-
cia de otras formas ajenas que podemos ver. Pero parece ser acertada la suposicién
de considerar la transliteracion de los signos. Incluso podemos afiadir alguno maés
del conjunto de las runas de la (Fig. 5) que sea el mismo en todas las variantes y
que no sea una opcién posible para varios signos, como es el caso de la “1”:

InSne - - lIsl - - - lis - ratere - - e - - eli - at

- - - raS - artarisl - liiintra - alen - as - es

-en-e-a--as-iat-r- teterrestre - ent
r---ttin-es----- e-i-ArneSa-n - sse -

El texto parece ir cobrando sentido, si bien no es sencillo, apareciendo también
secuencias extrafias como “iii”. Aun estd pendiente conocer la lengua origen del
texto, mientras que la posibilidad de que fuera espafiol ha desaparecido. Por otro
lado, la dltima linea, tras lo que parece realmente un punto, parece mencionar, al
suponer una mayuscula inicial, Arne Sa..., lo cual nos lleva a pensar en una firma
final, un nombre y un apellido, o un titulo, siendo Arne un nombre masculino
habitual escandinavo, coherente ademas con el uso de las runas.

Todo lo anterior parece confirmar los signos en maytscula y el uso de puntos
y comas. Lo cual, por otro lado, no es una buena préctica porque facilita la la-
bor al criptoanalista que desee conocer el texto de manera no autorizada. Con
ello, si vamos a la primera linea en el inicio, tendriamos el comienzo In Sne... 1o
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que nos acerca a lenguas como el inglés, pero que descartamos por la aparicién
de la expresion terrestre, llevandonos a pensar en el latin, que si tiene la forma
“terrestris/terrestre”, y ademas la preposicién “in”.

Veamos a continuacién las frecuencias de la lengua latina. Para ello tomaremos
en consideracion el anélisis de diversas obras, en concreto diez, a saber, una satira
de Juvenal, fragmentos de la “Vulgata” del evangelio de san Lucas, también de
“Confesiones” de san Agustin, poemas de Venancio Fortunato, de “Etimologias” de
san Isidoro, del “Carmina Burana”, de himnos de Pedro Abelardo, de un sermoén
de san Antonio de Padua, asi como algunos textos de la “Summa de Teologia” de
santo Tomds de Aquino, junto a algunos versos de Petrarca (Jara-Vera, 2016), lo
cual nos da un abanico de obras en prosa y en verso desde el siglo I hasta el XIV
(Fig. 10).

| Porcentaje

Ficura 10. Frecuencias de las letras en la lengua latina.

La solucién dltima dada para el mensaje cifrado, a pesar de que el texto no sea
muy extenso, arroja una cierta coherencia con las frecuencias latinas. Asi, hemos
colocado numerosas letras de entre las mas frecuentes: e-a-s-r-i-t-n-*-*-[-*, con una
presencia de 18-13-13-12-12-11-9-8-7-6-6.

Echamos en falta, viendo las frecuencias latinas, la necesidad de localizar los
valores “m”, “u”, “0” en nuestro texto, siendo valores con esperada presencia.
Podemos suponer que se encuentran en los lugares que hemos marcado con aste-
riscos en la secuencia previa, y que corresponden a los signos rtnicos pendientes

(Fig. 11).
r N b

Ficura 11. Tres signos a los que buscar su significado.

Considerando la (Fig. 11), la suposicion de que el signo situado a la izquierda sea
una “m” no parece tener sentido al sustituirse, generdndose expresiones absurdas,
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£“"__r

como “lismratere”. Lo mismo si suponemos los valores “u” y “o”. Tampoco parece

que el signo de la derecha encaje con mnguna de las opciones “m”, “u”, “o”,
mirando por ejemplo, la secuencia “alen*as*es”. Para el signo central encontramos

ofrece altas posibilidades, quedandonos el siguiente texto, (Fig.

" I!

que el valor
12), que mostramos con los signos originales.

I!\hHFFthrn MY A 1~M+~rr-r'fb+mw
u 15 rat e 1 a
YsmbruTuln;h LHIN A Mr“bmbgs

b4 hb+r ANBTHNIT 2 Au.'r.rmeh&M-Hm

ey anu 5 r- te te r res e emn t

1
mnvmﬂu?rh riu Fi.AANAATNNHUAX

t tin e i.-‘tlneSa n usse

Ficura 12. Solucién parcial con 9 letras.

Centrémonos ahora en el signo situado a la izquierda de la (Fig. 11), con 7+1
apariciones (mintisculas+maytscula) en el texto. Mirando las frecuencias de la
lengua latina, y eliminando las opciones colocadas y las que hemos descartado
para él, podemos pensar en “p” y en “c”. Es claro al hacer algunas sustituciones
que el valor que ofrece varios sentidos en el texto es “c”. Ademads, esto es coherente
con la (Fig. 5), donde una de las opciones era el valor “k”. El texto queda de esta

forma:

InSne - - lIsI - culiscratere - - e - - eli - at
u - - raScartarisluliiintracalen - as - es
cen - e, au - asuiat - r, teterrestrecent
ru - - ttin - es. C - - - eci. ArneSa - nusse -

Para el signo situado en la derecha (Fig. 11), la letra mas inmediata viendo
la (Fig. 5) de runas y pseudo-runas es la “b”, pero no obtenemos un sentido
claro con esta asignacion. También parece que no corresponde a un valor vocélico,
sino consondntico. Viendo las letras que nos quedan pendientes y su no escasa
frecuencia parece encajar con “d”, llegando al mensaje mostrado en (Fig. 13).

p\hwrmnlhr MY A1 Namrr*‘fgﬂlwaw
n cu 15 C Ir at ere e e 1 a t
n*rsmgﬂwmuln;hrulwtrm I’d{*f‘tg‘!“!gf'g

Rh AP rhATH DALY+ N

r te ter res t recent

ri. AANAArNNHUAX

ci. Ar n eb5 a n usse

ce nd e, au s

p1
rhh‘fﬂ’l“r‘l |\ ‘I’H

t tin

tari

¥+ kb-h‘lh HhMT
kbF

d

e

Ficura 13. Solucién parcial con 11 letras.

Ya es facil darse cuenta por el sentido que tenemos las palabras “descende, audas
viator”, lo que nos indica que en ocasiones el valor “u” hace las veces de “u” o de
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“v”,lo cual es propio del latin, ademds de resolver el valor para el tercero de los
signos de la (Fig. 14) al que le asignamos la “0”, por otro lado coherente con la
variedad futhark escandinava.

Y ¢ k& B8 X

Ficura 14. Cinco signos a los que buscar su significado.

Ademads, tenemos en el lenguaje latino algunas letras que deberian de aparecer
(Fig. 10): en especial “m” y “p”, con porcentajes no del todo escasos, en torno al
5 %-3 %; con en torno al 1 % podemos esperar los valores “b”, “t”, “g”, “h”, “q".
Viendo ademas la (Fig. 5) podemos hacer las suposiciones siguientes para la (Fig.
14): pensar en “m” para el primero o el quinto de los signos; “f” para el segundo;
“p” para el cuarto. Al ir sustituyendo podemos comprobar que son adecuadas las
suposiciones excepto para el caso de “p”, que no parece ser correcto. Por otro lado,
para la “m” es llamativo que corresponda bien para ambos signos, el primero y el
quinto. Otra opcién, y por el doblado de signo, arriba y abajo, frente al primero, es
suponer que el quinto corresponda al valor “mm”. El texto quedaria asi:

InSneffllsloculiscraterem - emdeli - at
um - raScartarisluliiintracalendasdes
cende, audasuiator, teterrestrecent
rum - ttin - es. Codfeci. ArneSa - nussemm

En este momento podemos intentar para el cuarto de los signos de la (Fig. 14) el
que la (Fig. 5) ofrecia también, el valor “b”, lo cual parecer ser correcto.

r r

FiGura 15. Dos signos parecidos.

Hay dos signos parecidos, uno de los cuales ya resuelto (Fig. 15), el de la derecha,
con valor “c”. Para el otro, el de la izquierda, intentando las opciones “k”, “g”, “y”,
presentes en la lista de la (Fig. 5), vemos que parece ser el valor “k”, cercano al
valor “c”, dado al otro signo tan parecido a él, por lo que fonéticamente tienen
una gran semejanza. No obstante, mirando el mensaje, todo es algo mas confuso
y no tan sencillo, pues el signo de la derecha en ocasiones obliga a “c”, como en
“craterem”, pero en otras a “qu”, como parece sugerir su forma mayuscula en
“Cod feci”, debiendo ser en latin “Quod feci”. Esto hace que el signo a la izquierda
de la (Fig. 15), que tenemos en dos ocasiones en el texto, en una sea “k”, para
“Saknussemm”, mds propio de las lenguas escandinavas, y en otra sea “qu”, para

llquemll.
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Asi, llegamos al texto siguiente, que permite entender el llamativo “iii”, y donde
podemos ver que hay un error con la preposicion “te” en “...te terrestre”, debiendo
decir “et terrestre”:

In Snefflls loculis craterem quem delibat
umbra Scartaris Iulii intra calendas des
cende, audas viator, te [ =et | terrestre cent
rum - ttin - es. Quod feci. Arne Saknussemm

(A qué corresponden los dos extrafios signos de la (Fig. 16), pseudo-runas
pendientes, que en la (Fig. 5) no concuerdan con runas reales existentes? ; Acaso
con alguno de los valores no utilizados como “g”, “h”, “p”, “x”, “y”, “z”? No
parece ser el caso para el primero de ellos, que parece pedir una vocal, si bien para
el segundo podemos pensar en la forma latina “-ttinges”, y por lo tanto en una “g”,
forma verbal que tenemos en “attingo, attigi, attactum”, que significa “alcanzar,

tocar ligeramente”, y nos da la vocal “a” para el primero.

A |

Ficura 16. Ultimos signos pseudo-runas.

Indicar ademds que la palabra latina “audas” corresponde mds concretamente a
“audax”, habiéndose asi sustituido tanto la “s” como la por el mismo signo,
lo cual es un caso extrafio en Criptografia, por llevar a dificultades de recuperar
el texto original, si bien solo se ha usado en esta ocasién y con letras cercanas
fonéticamente. De esta forma, el texto queda tal y como recoge la (Fig. 17).

lI 4

[NUA £ EPMMIAPD Mg AL TEA Y T YO B4
NY3Mr 1At DA Ik e PG £
£ A £ ANBLIRIT R KA A npRA F R AT

ADYAMTIL P Eherer AANARATR RliAX

Ficura 17. Solucién del mensaje.

Sin entrar en detalles de traduccién, podemos reconocer la forma vocativa de
“audax viator” con la coma precedente, el verbo al final, “descende”, en presente
de imperativo, necesitando de un acusativo, que encontramos en “craterem”, el
cual lleva una oracién subordinada relativa con el mismo caso en “quem”, la cual
tiene un verbo en presente de indicativo ligado al complemento temporal “Iuliis
intra calendas”, donde “intra” adquiere un significado de “antes de”, en lugar del
habitual “dentro de”, por la razén de referirse a una medida de tiempo, las calendas
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o primer dia de mes; ademads, tenemos el complemento de lugar con la preposiciéon
“in” para “Snefflls Iouculis”; seguida de una coma tenemos una oracién unida
por la conjuncién copulativa “et” y un verbo en futuro imperfecto de indicativo,
“attinges”. Finalizando el texto tenemos en “Quod feci. Arne Saknussemm” un falso
relativo, debido a la presencia del punto, que separa ambas sentencias y rompe la
subordinacién; asi “quod” adquiere el sentido de pronombre anaférico “is/ea/id”,
y se refiere a la frase precedente, y el verbo es un pretérito perfecto de indicativo
en 1° persona del singular. De esta forma el mensaje,

In Snefflls loculis craterem quem delibat umbra Scartaris Tulii
intra calendas descende, audas| =x| viator, te [ =et] terrestre centrum attinges.
Quod feci. Arne Saknussemm

tendria como traduccion ajustada desde el latin al espafiol:

Audaz viajero, desciende el criter que la sombra del Scartaris roza
antes del 1 de julio en el Sneffls loculis, y alcalzards el centro de la tierra.
Lo cual he hecho. Arne Saknussemm

En la novela las cosas son més sencillas: primeramente se toma algunas licencias
suponiendo que es ranico islandés y con ello el sabio profesor Lidenbrock copia
de manera directa las letras latinas. Por otro lado, revisando el antiguo libro donde
estaba el pergamino encuentra en un margen escrito el nombre “Arne Saknussemm”
con los mismos simbolos rtnicos. Junto a ello, de manera inmediata supone que el
texto estd escrito en latin, por ser la lengua culta por antonomasia. A partir de aqui,
de forma sencilla acabarén, tanto él como su sobrino, ordendndolo y leyéndolo de
manera inversa (Fig. 18).

In Sneffels Yoculis craterem kem delibat
umbra Scartaris Julii intra calendas descende,
audas viator, et terrestre centrum attinges.
Kod peci, Arne Saknussemm,

Descends dans le cratére du Yocul de
Sneffels que Pombre du Scartaris vient
caresser avant les calendes de Juillet,
voyageur audacieux, et tu parviendras
au centre de la Terre. Ce que jai fait,
Arne Saknussemm,

Ficura 18. Solucién al texto en latin y francés (publicacion original
de la novela (Verne, 1864)).

Como podemos ver al comparar la solucién obtenida con la dada por Verne
(Fig. 18) hay algunos errores y diferencias, pues en lugar de “Snefflls” aparece
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“Sneffles”, cambiando una “1” por una “e”. También el cambio de “I” por “Y” desde
“Ioculis” a “Yoculis”, si bien comprensible por la similitud fonética. También el
error ya mencionado de “te” por “et”. Junto a ello, mencionar la inexistencia de
la palabra “Ioculis”, que proviene de una voz islandesa, “Jokull”, con significado
de “glaciar”, y que suele formar parte sufija de muchos picos de la regién, y que
Verne traduce como “ventisquero” (Lexilogos, 2021). Asi, el nombre en islandés es
“Sneefellsjokull”, que es verdaderamente un volcan islandés. Indicar que “Scartaris”
no es un pico o monte existente, sino que parece una invencién de Verne. No

obstante, Arne Saknussemm estd basado en el del erudito islandés Arni Magndsson
(1663-1730) (Margot, 1980).

2.2. Algunas formalizaciones. Demos algunas definiciones algo més formales
de los tipos de cifrados que acabamos de criptoanalizar.

Sea (P,C, K, &, D) un criptosistema, formado por el conjunto de textos en claro
P, textos cifrados C, espacio de claves K, asi como las operaciones de cifrado £ y
descifrado D.

En general P = C, habiendo previamente un alfabeto, mas o menos amplio,
L={AB,C,...Z ab,..,2,0,..9, ..}

incluso con algunos signos de puntuacién o no, con cardinal #L = m, capaz de
constituir los diferentes elementos de P y C. En nuestro caso

Ly={AB,...,G,I,K,..,N,0,..,. UV, X, Z ab,...qgik, . no, ., uvzxz.,},

con #L, = 46, suponiendo un alfabeto latino de 22 letras, ademds del punto y la
coma.

Para el caso de las runas hemos encontrado una asignacién para las letras como
la que mostramos en la (Fig. 19). No sabemos si hay mds casos como el de la forma
doble “mm”. Suponiendo que no, y echando en falta las asignaciones “p”y “z”,
que suponemos que existan, tendriamos 21 signos para las mintsculas, con otros
tantos para las mayusculas, y al menos dos valores mas para la coma y el punto,
resultando asi un cardinal, si no hay mas elementos, de #L, = 44.

En los cifrados simétricos tanto la operacién de cifrado e como de descifrado d
hacen uso de una misma clave k. En los cifrados asimétricos no son iguales dichas
claves si bien estan relacionadas matematicamente entre si. Con ello, de manera
general tendriamos:

er: P—C,
d,: C—7P,
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Ficura 19. Asignacién de las runas y pseudo-runas (solo mintsculas,
con una excepcion).

de tal forma que

di/'(ex(z)) =2, Vz €P, kK eK, ec&, deD.

2.2.1. Cifrados de sustitucion y de permutacion. Vayamos, dicho lo anterior, a for-
malizar los cifrados que hemos encontrado en nuestro texto. Hemos tenido tanto
un cifrado de sustitucién, donde las letras latinas eran sustituidas por runas o
pseudo-runas, y dos cifrados de permutacién o transposicién, donde las letras
eran cambiadas de lugar o de posicién, por un lado, escribiendo el texto original al
revés, de atrds hacia adelante, y por otro lado, colocando en la estructura tabulada
de tres columnas y siete filas (Fig. 4) una letra tras otra en cada posicién. Podemos
intercambiarlos entre si, procediendo primero con la sustitucién y luego con las
permutaciones o al revés. Quizas lo mas cémodo en el procedimiento sea empezar
con la transposicién que construye el texto en sentido inverso, seguir con la que lo
coloca en la estructura de columnas y filas, y finalmente hacer la sustitucién de las
letras por signos runicos.

De manera general la transposicién no es sino una permutacion algebraica, que
podemos expresar del modo conocido:

(2.1) er (21, %2, ooy Tn) = (Tr(1)s Tr(2)s -or Tr(n))

para el caso de un mensaje de longitud n, siendo la funcién una biyeccién, y que en
el caso de aplicarse monogrdmicamente sobre un texto de longitud » la podemos
expresar como

P e,

donde para nuestro ejemplo P = C y el alfabeto es L;.

En el caso de la permutacion consistente en escribir el texto en sentido inverso,
71, tendrfamos que (2.1) debe de cumplir que Vi € {1,2, ..., n}:

7T1(i)2 n—l—l—z,
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es decir,

671—1(1:1,372, 7xn) = (xnaxn—la "'71"1)7
donde n = 136, P = C y el alfabeto es L;.

Para el segundo cifrado de transposicion, que coloca el actual texto en la estructu-
ra de columnas y filas (Fig. 4), transposicién mds compleja de formalizar, podemos
expresarla, haciendo una lectura de arriba hacia abajo, y de izquierda a derecha,
donde la ecuacién (2.1) se expresa para todo i € {1,2,...,n}, con n = 136, como

mo(i) (L5 (mod 2)) |52 + [ 152)+
+21(i = (([H2] (mod 2)(7LEE] + 1)+ [£)6L52] +71)) ),

quedando expresado en algunos pocos términos de la siguiente forma:

€y (1’17 L2y L3y -ery L8y LYy +-vy 135, 1’136) = (xla L22, 43, -+, L2, L23, .-+, 105, $126)7

asi como gréficamente en todos sus valores en la (Fig. 20).

(i)

Ficgura 20. Funcién my(3).

Sus funciones inversas de descifrado son respectivamente d,_ -1 y d, -1, donde
—1/\ .
m () =m)y

mp (1) [ H2] +6((i— 1) (méd 21) — 10) L%J N

+7<11 L—“"” (méd 21)+1J+((i—1) (méd 21)+1) V(i—” (méd 21)>+13J (méd 2)—1)),

con

dﬂ,;l(xl, Loy ey X)) = (T, Tpy1, ooey T1)

dﬂgl(%, T2, X3y -5 L8y L9, -+, L135, I136) = (951, T8, L15y -y L50, T575 -+, T635 $70),

siendo la representacion grafica de valores para esta tiltima transposicién la mos-
trada en la (Fig. 21).

En cuanto a la sustitucion tendriamos

o: P2 e,
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(i) . . . . . .

FiGuRra 21. Funcién 75 ' (7).

donde P # C, al ser el conjunto de sustitucién C el de runas y pseudo-runas, con
su alfabeto L,, diferente al inicial de letras de grafia latina, L;.

Tal y como vimos en nuestro criptoandlisis nuestro texto no ha sido una biyeccién
ni tampoco ha sido incluso una funcién (Fig. 19). En la mayoria de las ocasiones,
es verdad que un elemento del conjunto origen ha sido sustituido siempre por un
elemento, el mismo, del conjunto destino; pero en otras, ha habido més de una

",

opcién, como en el caso de “a”; o bien en otros casos, dos elementos diferentes
como “s” y “x” han tenido la misma imagen; e igualmente a “k” (monograma) y a
“qu” (bigrama) se les ha asignado la misma imagen. Y como hemos acabado de
mencionar, no solo con una asignacién monogramica, sino en ocasiones poligra-
mica: tomandose del conjunto origen uno, o mas raramente dos elementos, pero
solo uno siempre del conjunto destino, como ocurre con el caso “mm” o el antes
mencionado “qu”. Todo lo dicho lleva a que nuestra relacién no sea una funcién,
permitiendo la Criptografia relaciones y asignaciones altamente elaboradas, en
muchos casos muy complejas para dificultar el ataque criptoanalitico, dejando cier-
tas ambigiiedades que pudieran darse en las asignaciones a la posterior resolucién
con apoyo de las redundancias del lenguaje y el conjunto finito de las palabras
posibles de la lengua.

Con todas las funciones de cifrado y descifrado definidas, tendriamos las com-
posiciones

er er -
P1—1>P1—2>P16—>02

d 4 dﬂ_l d7r_1
CQU—>P1—2>P1—1>P1

donde los subindices de los conjuntos indican los alfabetos a los que pertenecen,
Lio L,.

Otro aspecto que queremos resaltar es la escasa longitud del texto, incluso
con presencia de palabras ajenas a la lengua en la que esta escrito, el latin, como

“Snefflls”, “loculis”, “Scartaris” o “Arne Saknussemm”, que llevan a variar las fre-
cuencias esperadas de las letras del idioma, dificultando un ataque de frecuencias.
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Hay una pregunta que antes de finalizar deberfamos responder. Se trata de saber
si nuestra solucién es la correcta, si es tinica o hay alguna otra mas que pueda
obtenerse del texto cifrado original. Para atender a este asunto se define la Distancia
de Unicidad,

cociente entre la Entropia del espacio de claves y la Redundancia del lenguaje. Esta
altima, D = R — r, es la diferencia entre el Ratio Absoluta del lenguaje y la Ratio
Real (Guerrero, 2009; Shannon, 1950, 1951).

Considerando que en ambas transposiciones operamos sobre L; y que en la sus-
titucion es también éste nuestro lenguaje del conjunto origen, tendriamos un total
de 46 valores, si consideramos distintos los signos maytscula y mintiscula junto
a los signos de puntuacién. Con ello y a partir de la definiciéon de R = log,(#L),
obtendriamos R = 5,523. En lenguajes como las lenguas romances tenemos una
Ratio Real en el rango 1,2 < r < 1,5. Asf los valores obtenidos para la Redundancia
estarian en el rango 4,323 < D < 4,023, que podemos ponderar como D = 4,173.

Calculemos ahora la entropia del espacio de claves. Tengamos en cuenta que la
composicién de los dos cifrados de transposicion es otro cifrado de transposicion.
El célculo consistird en toda las permutaciones posibles, es decir,

136!
1
082 (18!12!12!11!10!9!9!7!7!6!6!4!3!3!2!2!1!1!1!3!1!3!1!2!2!) ’
y la Distancia de Unicidad final es de 123,626 caracteres.

Para el caso de un cifrado de sustitucién monogramica monoalfabeto H (K) viene
dado como log,(#L4!), resultando un valor de 45,964. No obstante, nuestro cifrado
de sustitucién tenia en un par de ocasiones bigramas con “mm” o “qu”, o una
doble asignacién para la “a”, o la misma para la “s” y la “x”, o la “k”, la “c” y
la “qu”. No parece que haya mas, pues son las que podriamos esperar por los
parecidos fonéticos, por lo que podriamos aumentar el anterior valor ligeramente,
sin entrar en mds afinados calculos, pongamos por caso, log,((#L1 + 5)!) = 52,691.
Todo ello sin necesidad de suponer més parejas ni otras posibilidades de relaciones

entre conjunto origen y destino.

Considerando finalmente la suma de ambas distancias de unicidad, las de trans-
posicién y de sustitucion, tendriamos un valor total de 176,317 caracteres. Como
nuestro texto tiene 136 signos, un valor menor que el obtenido de unos 176 0 177 ca-
racteres, no tenemos unicidad. Podria por lo tanto haber otra transposicion distinta
a las obtenidas (conjuntamente) y otra sustitucion que desde el texto cifrado diera
un mensaje con sentido. No obstante, la coherencia de la sustitucién encontrada
con las runas diversas, asi como las dos transposiciones, una inversa y otra segtn
la colocacién ordenada y secuencial en la tabla por el patrén percibido, parece
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indicar claramente que la solucién encontrada si es la correcta y la que gener6 el
mensaje.

Para finalizar, y mdas en un articulo orientado al &mbito docente y educativo,
mencionar la necesidad de un cierto conocimiento, a veces profundo y no solo
somero, de la lengua origen del texto mensaje, en este caso el latin, lengua clasica
por antonomasia, para poder ir adivinando las palabras que puedan ir apareciendo
en silabas y pequefios fragmentos. Cuanto mds en casos como este donde hay
varias opciones para un mismo signo, e incluso errores (tal vez intencionados para
complicar el descifrado) en la generacion del texto.

§3. Comentarios finales

No hemos querido decir apenas nada mas del argumento de esta novela, ni del
resto que hemos mencionado al inicio, todas ellas muy recomendables y entre-
tenidas, al tiempo que permiten apreciar el interés por los mensajes secretos en
multitud de autores de aventuras y misterio, llevando al lector a participar de la
intriga intentando descifrarlos por su cuenta, lo que aqui hemos expuesto de forma
detallada para la novela “Viaje al centro de la Tierra”.

Leamos, o incluso releamos, algunas de estas obras tras haber dejado la ado-
lescencia ya hace tiempo pero esta vez con ojos més agudos e interés cientifico-
humanistico, para indagar con perspicacia, como ocurre con Julio Verne, la amplia
variedad de conocimientos en diversas disciplinas que salpican sus obras, desde la
matematica, pasando por las diversas ingenierias, a la geografia, la botdnica, o la
lingtiistica.

En lo que a nuestra especialidad se refiere, la Matemética Aplicada en Cripto-
grafia, creemos que puede ser muy sugerente iniciar a los mas jovenes en esta
disciplina con este tipo de ejemplos, no tan ingenuos ni sencillos, sino incluso
arduos, y potencialmente muy motivadores y efectivos para introducir diversidad
de conceptos y métodos de esta drea en los procesos educativos, al tiempo que
se les ofrece un marco intelectual integral amplio en muchas otras materias del
conocimiento.

Contribuciones
Conceptualizacion: VJV. Metodologia: VJV. Investigacion: VJV. Supervisién: V]V,
CSA. Validacién: V]V, CSA. Escribié el articulo: VJV.
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C,Sabias que... por Leandro Cagliero y Ricardo Podestda

se puede ir de un numero racional cualquiera a otro
con saltos de un caballo de ajedrez?

Pues es posible, pero primero tenemos que precisar qué entendemos por
jmovidas de caballo entre numeros!

Como casi todos saben, el ajedrez es un juego de estrategia que se juega en
un tablero de 8 x 8 casillas. Una de sus piezas es el caballo que tiene un curioso
movimiento en forma de L y que ademas puede saltar a piezas propias y rivales.
Mas precisamente, para moverse, €l caballo avanza
dos casillas horizontales (resp. verticales) en
cualquier direccion y luego, desde esta casilla,
una casilla vertical (resp. horizontal) en cualquier
direccion, sin importar si las casillas por las que
pasaria estan ocupadas por otras piezas o no. A
continuacion mostramos los 8 posibles movimientos
de un caballo ubicado en el centro del tablero. No usaremos en lo que sigue la
capacidad de saltar, s6lo su movimiento en forma de L.

Hay un antiguo y famoso problema ajedrecistico, conocido como la ruta del
caballo. En éste, se trata de recorrer todas las casillas del tablero con un
unico caballo pasando por cada una de ellas una sola vez y comenzando desde
cualquier casilla. Una variante es que la ruta sea cerrada, es decir comenzar y
terminar en la misma casilla. Existen un total de 19.591.828.170.979.904 rutas
de caballo (abiertas o cerradas) en un tablero de ajedrez. En la siguiente figura
mostramos una ruta cerrada y simétrica.

Matematicamente, pensamos al tablero como un grafo de 64 vértices (las
casillas) donde los vértices se conectan entre dos casillas si existe una movida
de caballo entre ellos (ver siguiente figura). El problema de la ruta del caballo es

Revista de Educacion Matemadatica. Vol. 37, N° 2 — 2022 27



28  Leandro Cagliero y Ricardo Podestd

entonces equivalente a encontrar caminatas Hamiltonianas del grafo (circuitos
Hamiltonianos si la ruta es cerrada).

~/
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I
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<7
-

Bueno, pero volvamos a los numeros racionales, ¢/qué tienen que ver con
los tableros de ajedrez? Sabemos que los numeros racionales son infinitos de
la forma 7' con m y n enteros y n # 0. Entonces la idea es que vamos a
pensar en el plano como un “tablero de ajedrez infinito”, donde cada casilla
represente un numero racional. En efecto, podemos pensar en un tablero infinito
donde cada casilla es un cuadradito de lado 1 centrado en los puntos de
coordenadas enteras. De esta manera, la casilla cuyo centro corresponde al
punto (m,n) € Z x Z tiene asociado el numero racional “*, si n no es 0. Cada
numero racional con sus dos coordenadas no nulas aparece 2 veces en el tablero:
(m,n) y (—m,—n) representan a ' y (—m,n) y (m,—n) representan a —>'. Las
casillas correspondiente al eje = representan todas al 0 y convenimos en asignar

el numero 0 también a las casillas que corresponden al eje y. De esta manera
ma
n2

si existe un salto de caballo entre alguna de las casillas (+mq,+n1) y (+mg, +no)
que los representan en el tablero infinito. Matematicamente, (m;,n;) esta a salto
de caballo de (m2,ns) siy so6lo si (me,n2) es alguno de los siguiente 8 puntos

podemos decir que hay un salto de caballo entre los numeros racionales !

(m1+2,n%1), (mi—2,n1£1), (miEln+2), (mi£ln —2).

Ahora que tenemos identificados los puntos de Q con un tablero de ajedrez
infinito, nos preguntamos si hay una ruta de caballo que vaya de un punto
racional cualquiera a otro punto racional cualquiera.

Allen Schwenk probo6 en 1991 (Which rectangular chessboards have a knight’s
tour? Mathematics Magazine 64:5, 325-332) que existen rutas cerradas de
caballo en un tablero n x m con n < m siy s6lo si (a) n y m no son ambos impares
y(b)n>506n=3ym > 10. Sin embargo nos interesan las rutas abiertas. Es
sabido que para todo tablero n x n con n impar mayor que 5 existe una ruta de
caballo abierta. En efecto, en 2005 Shun-Shii Lin y Chung-Liang Wei probaron
(Optimal algorithms for constructing knight’s tours on arbitrary nxm chessboards,
Discrete Applied Mathematics 146:33, 219-232) que existe una ruta de caballo
abierta en un tablero n xm, conn < m, siysolosi (@) n =3y m =40m > 7o bien
(b) n > 4y m > 5. De hecho, el procedimiento es repetido de tableros mas chicos
a tableros mas grandes. A continuacion mostramos una ruta en un tablero 9 x 9
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donde si nos concentramos en tablero 5 x 5 del centro vemos ademas una ruta
de caballo en un tablero 5 x 5 (aunque no en el tablero 7 x 7).

N, o O
"ﬁ &7 -"ﬂ
W«

'l ‘m i! l‘

l
‘Jl‘

La siguiente es una ruta de caballo 25 x 25 que incluye rutas de caballo para
todos los tableros n x n con n impar de la forma 4k + 1 menor que 25.

Es claro que este procedimiento sirve para cualquier tablero 4k + 1 x 4k + 1
y por lo tanto, dados dos racionales ¢ = 7t y g2 = 72, primero los ubicamos
en un tablero 4k + 1 x 4k + 1 (el menor posible) y luego los unimos siguiendo la
ruta que sabemos que existe (y que puede ser inductivamente construida por el
procedimiento que ya mencionamos arriba). Luego, jexisten saltos de caballos
que unen cualquier par de numeros racionales!

La primera referencia a una ruta de caballo se remonta al siglo IX d.C. En el libro de
poesia en sanscrito escrito por Rudrata, menciona poemas escritos a partir de rutas de
caballo. En un libro escrito por Bhat Nilakantha, que data de entre los afios 1600 a 1700,
describe 3 rutas de caballo, que no sd6lo son cerradas sino que son simétricas. Uno de
los primeros matematicos en ocuparse del tema fue, cuando no, Leonhard Euler, quien
en 1759 present6 varias rutas de caballo simétricas. En 1823, H. C. von Warnsdorff
introdujo un procedimiento heuristico para producir rutas de caballo en el 85% de las
veces en tableros menores que 50 x 50 y un 50 % en tableros menores que 100 x 100. La
regla de Warnsdorff dice: ‘iniciar en cualquier casilla e ir siempre a una casilla que tenga
la menor cantidad de casillas vecinas (a tiro de salto de caballo) no visitadas.
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EN BUSCA DE LA FELICIDAD
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ResuMEN. Acaso los ntimeros naturales sean los seres vivos més basicos, las células primige-
nias de ese entramado vital, fértil, complejo e inabarcable que es la actividad matematica.
Estén sujetos a diversas leyes de evolucién que nosotros mismos podemos definir, de acuer-
do a nuestro completo antojo, tantas como nuestra imaginacién permita. Quizés, si somos
afortunados, podremos predecir cémo es la evolucién bajo cada ley que impongamos, cémo
es la transformacién de ese estado inicial. Quizés, si somos afortunados, podremos encontrar
la felicidad.

Palabras clave: Ntmeros felices, Sucesiones, Evolucion.

AssTrACT. Perhaps natural numbers are the most basic living beings, the original cells of
that vital, fertile, complex and unbounded network that is mathematical activity. They are
subject to various laws of evolution that we ourselves can define, according to our complete
whim, as many as our imagination allows. Perhaps, if we are lucky, we will be able to predict
what evolution is like under each law that we impose. Perhaps, if we are lucky, we can find
happiness.

Keywords: Happy Numbers, Sequences, Evolution.

§1. Introducciéon

Un ntimero natural N suele representarse como una tira N = a,a,—1---ag de
cifras entre 0 y 9. La condicién es que a,, la cifra més a la izquierda, sea distinta de
0 (asf se explica el rechazo a ser un cero a la izquierda). Esta representacién es una
forma abreviada de indicar lo siguiente:

N =a,10" + a,,_110" 4+ - - - + ay.

A partir de esta forma de representar los naturales, definimos una funcién que a
cada natural N le asigna la suma de los cuadrados de sus cifras:

522 N — N

2 2 2
ApQp—1 Ay +—— a, +a,_+---+ap

30



EN BUSCA DE LA FELICIDAD 31

Es facil calcular algunos ejemplos como
S,(25) = 2% + 5% = 29,
S5(2437) = 22 + 4> + 3>+ T* = T8,
So(111111) =12+ 12 + 12+ 12 + 12 + 12 = 6.

Sin embargo, no es tan fécil calcular S,(29334! — 14 - 45). Para hacerlo, necesitamos
conocer las cifras decimales o, lo que es lo mismo, la representacion en base 10 de
20334 — 14 - 45.

A primera vista, una funcién como S, podria parecernos una curiosidad. No est4
mal ya que en numerosas oportunidades lo que comienza siendo una curiosidad
se revela luego como una suerte de caja de Pandora inversa cuyo contenido nos
permite, si estamos dispuestos, modificar nuestra mirada sobre el mundo matema-
tico. Quizés haya un poco de exageracion en nuestras afirmaciones pero estamos
en la introduccién del articulo y necesitamos despertar el interés del lector: ;serd
posible que S, pueda ser algo parecido a una caja de sorpresas?

Como escribimos en el resumen, los nimeros naturales pueden considerarse
como las células basicas del entramado matematico y, en consecuencia, estdn
sujetos a diversas leyes de evoluciéon. Una de estas leyes puede definirse iterando
S,. Estamos ante la magnifica ocasién de observar cémo se manifiesta la naturaleza
matemadtica en todo su esplendor, cémo evolucionan los nimeros naturales bajo
la dindmica que induce S,. Esta accién hace surgir la nocién de niimero feliz, una
nocién poco conocida aunque facil de entender y, aqui el interés de este articulo,
con un potencial enorme tanto para la ensefianza como para la investigacién. Esta
es la gran sorpresa que los lectores van a llevarse. Los invitamos a acompafiarnos
en este recorrido, en esta suerte de relato matematico que, esperamos, pueda darles
un rato de felicidad.

§2. Salir de la melancolia

Es claro que S, es una funcién un tanto atipica. No es usual encontrar en los
textos y précticas universitarias funciones de este tipo, que apelen a cierta forma
de representar objetos matemadticos. Si encontramos una serie de preguntas y
problemas casi inevitables sobre las funciones tipicas que forman parte de toda
coleccion de ejercicios que se precie de tal. Por supuesto, pueden formularse en
este contexto. La funcién S,, ;es inyectiva?, ;es suryectiva?, jes creciente?, ;tiene
puntos fijos? (no, esta tltima no es una pregunta tipica), ;cémo se grafica?

2.1. Inyectividad y suryectividad. No hay que dar demasiadas vueltas para
concluir que S; no es una funcién inyectiva. Toma el mismo valor en ntiimeros
diferentes. Por ejemplo,

S5(188) = S,(818) = S5,(881) = S,(1880) = S,(188000) = 129.
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Mas atin, la ecuacién S;(NV) = 129 tiene muchas, infinitas soluciones.

Caracterizar la imagen de S, nos permite decidir si es 0 no suryectiva. Es evidente
que los nameros cuadrados de 1y 2 cifras decimales, y que 129 pertenecen a la
imagen. Veamos qué ocurre con 43 (;por qué 43?, ;por qué no 43?). Nuestra tarea
consiste en determinar si la ecuaciéon S;(/NV) = 43 tiene alguna solucién. Si acaso la
ecuacion tuviera alguna solucién cuya representacién en base 10 es N = a,, - - - ajay,
tendriamos que Sy(N) = a2 + - - - + a? + a3 = 43. Es sencillo encontrar una solucion.

Alcanza con eligir el niimero N cuyas 43 cifras decimales son todas iguales a 1. Es
42

decir, el nimero cuyo desarrollo decimal es N = Z 1 - 10°. Habiendo encontrado

i=0
una solucién, podemos exhibir una coleccién infinita de soluciones.

Este caso particular bien describe lo que ocurre en el caso general y es lo que
nos permite confirmar que S, es una funcién suryectiva. Para cada natural M, el

M-1
namero N cuya representacion decimal es Z 1-10" tiene a M como imagen:
i=0
M—1
S (N)=> 1’=M
i=0

2.2. El crecimiento de S;(NV), maximos y minimos. Estudiar el crecimiento y
decrecimiento de una funcién es un tépico que no puede faltar en una préctica de
las primeras mateméticas universitarias.

En nuestro caso, este ejercicio ya estaria resuelto: S, no es creciente ni decrecien-
te ya que no es una funcién inyectiva. Podemos entonces estudiar la existencia
de subconjuntos de los niimeros naturales en los cuales tenga alguna de estas
caracteristicas. Por ejemplo, S, es creciente en el intervalo natural [450, 459]. Sin
embargo S,(460) = 4% + 62 es menor que S,(459) = 42 + 5% + 92. En realidad,
esta situacion se observa en intervalos de 10 ntimeros consecutivos de la forma
[(N—1)-10, (N — 1) - 10 + 9]. Estos intervalos son maximales: constituyen el
subconjunto de ntiimeros naturales consecutivos més grande posible sobre el cual
S, es creciente.

Hay cambios mas abruptos entre las imagenes de nimeros consecutivos. La
mayor distancia entre las imagenes se da al pasar del mayor namero de n cifras al
menor namero de n + 1 cifras:

n—1
S| ) 9-10") =S,(10" — 1) = 81n y S,(10") = 1.
=0

Si restringimos nuestra atencion al intervalo natural [[1, 10" — 1], el conjunto de
nimeros naturales de a lo sumo n cifras, encontramos que 1y 10" —1 son el minimo
y el maximo absoluto de S,. Esto significa que para todo N en [1, 10" — 1] es valida
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la desigualdad
1 < S5(N) < 81n.

Aqui surge una idea con potencial. Consideremos el conjunto de todos los natu-
rales de n cifras. Se puede representar como el intervalo natural [10"!, 10" — 1].
Si n es mayor o igual que 4, entonces 10"~* > 81n. Esta situacién implica que la
imagen por S, de cualquier nimero NN de ese intervalo es menor que N. En otras
palabras, la imagen de cualquier nimero que tenga por lo menos 4 cifras decimales
es menor que el propio nimero. Con un poco mds de cuidado es posible optimizar
la cantidad de cifras de los naturales para los cudles es vélido que S,(V) es menor
que N.

Proposicion 2.1. Si N es un niimero natural que tiene 3 0 mds cifras, entonces So(N) < N.

Demostracion. Si N tiene por lo menos tres cifras, entonces N es un niimero mayor
o igual que 10%. Silo expresamos en la forma N = a,,10" +- - - 4+ a; 10+ a, asumimos
que n es mayor o igual que 2 y que, por supuesto, a, es distinto de 0. Vamos a
probar que N — Sy(N) es una cantidad positiva. Tenemos que

N —Sy(N)=a,10" + -+ 110+ ap — a2 — - - — af — ag
= a, (10" — ay,) + an_1 (10" —ap_y) + - +a1(10 — a1) + ao(1 — ap)
>99 —72=27

La ultima desigualdad se justifica teniendo en cuenta que el menor valor que
puede tomar a, es 1, el mayor valor que puede tomar aj es 9 y que los términos
que involucran a a,,_1, . . ., a; son mayores o iguales que 0. 0

La Proposicién 2.1 muestra algo mds. Nos informa que, en caso de tenerlos, los
posibles puntos fijos de S, son nimeros de una o dos cifras. Quizas sea conveniente
recordar que un nimero a es un punto fijo de una funcién f si f(a) = a. No es
dificil demostrar que 1 es el tnico punto fijo de S,. En el peor de los casos, lo
hacemos recorriendo uno a uno los nimeros de 1 a 99; o sea, una demostracién de
fuerza bruta. Aunque también podemos proceder de forma mas elegante. Si un
namero de 2 cifras a;10 + a, fuera un punto fijo de S,, entonces tendriamos que
a3 + a3 = a110 + ag y, luego, que a1 (a; — 10) = ag(1 — ap). Como consecuencia de
la simetria del miembro izquierdo y la paridad del derecho, es suficiente mostrar
que para a; = 2y a; = 4 la ecuacién no tiene soluciones.

2.3. El gréfico de S,(N). Muchas de las actividades, de los problemas que in-
volucran funciones en las primeras materias universitarias concluyen cuando
utilizamos la informacion obtenida para confeccionar un gréfico aproximado. Para
no ser menos, concluimos con dos graficos aproximados de S,.
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Las Figuras 1 y 2 nos permiten apreciar el grafico de S, definida sobre los in-
tervalos naturales [1, 100] y [1, 5000000], respectivamente. Observamos algunas
de las caracteristicas ya mencionadas como la no inyectividad, el crecimiento en
intervalos de 10 ntimeros consecutivos, los saltos abruptos en las imégenes de
Sy(10™ — 1) y S»(10™).
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Ficura 2. El grafico de S; definida en [1, 5000000].

§3. Divididos por la felicidad

Una de las sensaciones més inquietantes de nuestra existencia es la imposibilidad
de predecir el futuro. Es dificil no sucumbir a la tentacién de planificar nuestras
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acciones y tener completo control sobre sus consecuencias. Lamentablemente, o
mejor, nos corregimos, afortunadamente, son pocas las situaciones en las que es
posible avizorar lo que nos espera.

También es cierto que, nuestra experiencia da cuenta de eso, insistiendo, per-
sistiendo en una accién vamos ajustando nuestra visiéon del mundo actual y el
venidero. Mediante sucesivas aproximaciones podemos imaginar que hay algtn
futuro al que irremediablemente vamos a llegar més alld de la dindmica de nuestras
acciones. Esta idea tan presente en la vida cotidiana es también una de las ideas
maés fecundas de la matematica: insistir, repetir, reiterar un proceso y estudiar si
esta dinamica de la insistencia nos conduce a algtn lugar, si nos determina un
futuro posible, una forma de evolucionar.

¢Qué ocurre si estudiamos cémo es la evolucién de cada nimero natural bajo
la accién, bajo la dindmica que sugiere la funcién S,? Por ejemplo, partimos de
1112 o de 41 y estudiamos las sucesiones de niimeros naturales cuyos términos se
obtienen iterando Ss:

1112 — S,(1112) — Sp(S»(1112)) — S(S2(S2(1112))) — - - -
41 = S5(41) — S(S2(41)) — S2(S2(S2(41))) = - - -

Podemos imaginar que estas sucesiones describen la evolucién de estos niimeros
a lo largo del tiempo. Cada uno de sus términos es un estadio en la evolucién. En el
caso de 1112 y 41 observamos la siguiente evolucion:

m 1112 >7—2549—-97—-130—-10—-1—-1—1—---
m 41 - 17 —50—25—-29 -8 -89 — 145 — 42 —-20 -4 — 16 — 37 —
5 -89 — ...

Estamos frente a dos comportamientos diferentes, frente a dos escenarios que dan
lugar a dos posibles tipos de sucesiones de niimeros naturales.

» En el caso de 1112, nos encontramos con una sucesién que atraviesa siete
estadios diferentes durante su evolucién hasta que al tomar el valor 1, adopta
su forma definitiva, constante a lo largo del tiempo. Esta sucesién es un
ejemplo de lo que denominamos sucesion convergente de niimeros naturales.

Se impone la siguiente pregunta: ;cuédntos tipos diferentes de sucesiones
convergentes quedan determinados por la dindmica inducida por S,? Res-
ponder esta pregunta es equivalente a responder cudntos puntos fijos tiene
S,. Como 1 es el tinico punto fijo, la dindmica definida por S, da lugar a un
solo tipo de sucesion convergente: las que convergen a 1.

= En el caso de 41, su evolucion atraviesa catorce estadios diferentes hasta
alcanzar por segunda vez el 89. A partir de alli entra en un ciclo que se repite
por toda la eternidad:

80 — 145 —+ 42 - 20 -4 — 16 — 37 — 58 — &9.
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Esta sucesion es un ejemplo de lo que denominamos sucesion periédica. Entra
en escena ademas la nocién de orbita periédica. En este caso, la sucesion
tiene una Orbita periddica de longitud 8. En particular, cabe sefialar que la
nocién de sucesion periddica incluye la de sucesion convergente de ntiimeros
naturales. Las sucesiones convergentes son aquellas que tienen una 6rbita
periédica de longitud 1.

La pregunta que se impone en esta situacion es la siguiente: ;cudntas
sucesiones periddicas diferentes surgen con esta dindmica? Por el momento,
no es claro cémo responder esta inquietud.

La ambicién por conocer, por entender, es el motor. Nos moviliza el deseo por
anticipar el futuro que le espera a la poblacién de nameros naturales. Hasta aqui
encontramos dos posibles futuros. Si dejamos que la dindmica inducida por S,
acttie libremente, que la naturaleza matematica se tome su tiempo y haga su trabajo,
(serd posible atisbar el futuro?, ;con qué nos vamos a encontrar?

El conjunto de ntimeros naturales que generan una sucesion convergente, la
Unica posible, es muy particular, se distingue del conjunto de los otros naturales.
Suele suceder en matemaética que al encontrar una particularidad, una caracteristica
especial, algo que nos llama la atencién de un objeto matematico, nos interesa darle
entidad. La manera de visibilizar esa singularidad es darle un nombre.

Definicién 3.1. Un niimero natural N es feliz si su evolucién bajo la dindmica inducida
por Sy es 1.

En otras palabras, los ntimeros felices son aquellos que bajo la dindmica inducida
por S, dan lugar a una sucesién convergente; es decir, tienen una 6rbita periédica
de longitud 1.

De acuerdo a esta definicién, el mundo de los nimeros naturales queda dividido
en dos subconjuntos: el de los nameros felices (1, 7, 10, 49, 97, 130, 1112) y el de
los nimeros que no lo son (2, 4, 16, 17, 20, 25, 29, 37, 41, 42, 50, 58, 85, 89, 145).
En realidad, como multiplicar un nimero por una potencia de 10 no cambia su
naturaleza feliz o no feliz, deducimos que hay una cantidad infinita tanto de
nameros felices como de nimeros no felices. La existencia de infinitos niimeros
felices nos da la posibilidad de referirnos a la sucesién de niimeros felices y, por qué
no considerarla, a la sucesion de niimeros no felices. Si de sucesiones de nimeros
naturales se trata, tenemos la obligacion de visitar The On-Line Encyclopedia of
Integer Sequences (OEIS).

OEIS es una iniciativa que comenzé en 1964 como una tarea llevada a cabo por
un solo hombre: Neil Sloane. Es una base de datos de todas las sucesiones de
nuameros naturales que tengan algtn interés para los matematicos. Desde hace
muchos afios, se transformo en un trabajo colectivo, que se nutre de los aportes
de diversas personas, quienes colaboran proporcionando nuevas sucesiones o
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brindando nueva informacién para sucesiones ya registradas. Cada entrada de la
enciclopedia provee informacién sobre bibliografia, actualizaciones, relaciones con
otras sucesiones, etc.

La sucesién de ntiimeros felices ha sido registrada como la entrada A007770 de
OEIS. Sus diez primeros términos son 1, 7, 10, 13, 19, 23, 28, 31, 32, 44. La sucesién
de ndmeros no felices se encuentra como la entrada A031177 y sus primeros diez
términos son 2, 3,4,5,6,8,9,11, 12, 14.

La division de los nimeros naturales en estas dos clases tiene consecuencias. Los
que son felices saben que, aun cuando lleve mucho tiempo, una vez que alcancen
la felicidad, la disfrutardn por toda la eternidad. ;Qué ocurre con los niimeros que
no pertenecen a esta clase, con los que no son felices?, ;qué futuro les espera? La
respuesta estd en el viento que nos trae el que denominamos Teorema de la Felicidad.

Teorema 3.2. Hay solo dos futuros posibles:

1. La felicidad eterna.
2. La condena a oscilar por toda la eternidad en el ciclo de la infelicidad que muestra la
Figura 3:

4 —16 — 37 — 58 — 89 — 145 — 42 — 20 — 4.

Demostracion. La Proposiciéon 2.1 proporciona la clave de la demostracién. Su-
pongamos que N = N, es un numero que tiene al menos 3 cifras. Escribimos
Ni+1 = So(Ny). Mientras IV, tenga 3 o més cifras tenemos que Ny.; < Nj. Es decir,
en algun estadio de su evolucion, la evoluciéon de N, pertenece a la poblacién de
naturales de 1 o 2 cifras.

Esta situacion es maravillosa. El futuro de los ntimeros naturales se reduce al
estudio de la evolucién de los naturales de 1 o 2 cifras. No menos maravilloso es el
modo en que Ross Honsberger (Honsberger, 1998) en su Ingenuity in Mathematics
termina la demostracion:

The writer knows of no way of showing that the assertion holds for 0 < N <
100 except by direct enumeration.

O

Una digresién. ;Por qué alguien, alguna vez, decidi6 llamarlos ntimeros feli-
ces?, ;por qué la eleccion del adjetivo feliz? Podriamos haberlos llamado niimeros
generosos o niimeros revolucionarios, o haber elegido cualquier otro adjetivo para
acompanar a niimero. Esa eleccién no habria modificado la dindmica de la evolucién.
En consecuencia, se trata de elegir algtin término cuyo sentido cotidiano, usual,
describa de forma mas o menos aproximada el sentido de la nocién matematica
con la que estamos trabajando. ;Por qué entonces los llamamos ntmeros felices?,
(como se vincula nuestra idea de felicidad con el hecho de que un ntiimero evolu-
cione a 1 bajo la dindmica inducida por S,? La respuesta es sincera: no sabemos.
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Asi son conocidos en el mundo matematico pues alguien, alguna vez, introdujo
ese término. Por lo tanto, asi los seguiremos llamando. Lo relevante es el compor-
tamiento, la dindmica de evolucién que genera S,, para nada el nombre con el que
denominamos los niimeros que evolucionan hacia el 1.

Aun teniendo claro lo que escribimos en el parrafo anterior, tenemos algunas
dudas sobre cudl seria la manera més conveniente de referirnos a los nimeros que
no evolucionan a 1: ;nameros no felices o ntimeros infelices?. ;Y si los llamamos
nuameros tristes?

Para terminar y dar paso a la préxima seccién traemos a escena a Richard Guy.
En su libro Unsolved Problems in Number Theory (Guy, 1994), escribe:

Reg. Allenby’s daughter came home from school in Britain with the
concept of happy numbers. The problem may have originated in Rus-

sia.
57
22 — 84
3 75 \ 47 & 66
a7 / ' '4\4 |
8 — 6 8
30 \ 537 18 | /56 88 (38 6 72
I 65 &7 | 46 /
9 _ 2 B
93 Wyt 81 /95 6l 7,3 92 /5 53 — 27
90 = _\106 \ sg._B |
39 15 ~ 37 89 ~— 25 (34— 35
9% —117- 51 40 - 16 145 - 98 — 77 \5 — 12
y 62 \ /
69 4 42
| , T2~
) ! 99 — 162 5
128 11 24 \ | |
| ( 63 — 45 — 41 — 17
i 78 — 113 | | 55
87 60 —36 — 6 14

Ficura 3. El triste ciclico destino de los nimeros no felices.

§4. Un mundo feliz

Por muchas razones, el texto (Guy, 1994) es un gran libro. Alli, Guy plante una
serie de problemas que surgen en el contexto de los niimeros felices. En cierto modo,
estableci6 una agenda de trabajo para los afios siguientes. Diversos matematicos
emprendieron la tarea de encontrar respuestas a las inquietudes planteadas.
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Compartimos a continuacién algunas de las preguntas formuladas por Guy y
algunas de las respuestas dadas por diversas personas.

4.1. Tiras de nimeros felices consecutivos. La felicidad se contagia, se transmite.
Por ese motivo, Guy propuso estudiar tiras de niimeros felices consecutivos. Los
primeros pares de ntimeros felices consecutivos son 31 y 32, 129 y 130, 192 y 193,
262 y 263. Las sucesiones A035502 y A035503 constan del menor y del mayor,
respectivamente, de cada par. Los primeros términos de la sucesién A035502 son

31,129,192, 262, 301, 319, 367, 391, 565, 622, 637, 655,912, . ..

Quién dice dos dice tres. Por ese motivo, la sucesién A072494 presenta el menor
de cada trio de ntiimeros felices consecutivos. Aqui los primeros términos:

1880, 4780, 4870, 7480, 7839, 7840, 8180, 8470, 8739, 8740, 8810 . . .

El primer cuarteto de niimeros felices empieza en 7839 (sucesion A194352) y el
primer quinteto en 44488 (sucesiéon A194355).

En el afio 2010, Robert Styer, un matematico de Vilanova University, Estados
Unidos, demostré que la primera tira de seis ntimeros felices consecutivos comienza
en el niimero de 25 cifras 7899999999999959999999996. La referencia concreta es el
trabajo (Styer, 2010) publicado en el Journal of Integer Sequences.

Envalentonados por estas respuestas afirmativas, nos inclinamos a formular la
pregunta evidente: ;hay tiras de nameros felices consecutivos de longitud arbitra-
ria? Afortunadamente, si. La buena noticia fue dada por Esam El-Sedy y Samir
Siksek en On happy numbers (El-Sedy y Siksek, 2000), un articulo publicado diez
afos antes que el de Styer. El enunciado preciso de su resultado es el siguiente:

Teorema 4.1. Para cada niimero natural m, existe un natural mg tal que mo + 1, mg +
2,...,mg+ m es una tira de m niimeros felices.

La clave en la demostracion de este teorema es un resultado de existencia. Los
autores muestran que existe un ntiimero natural u tal que b + u es un nimero feliz
para cada namero b en el ciclo de la infelicidad. ;Cémo demuestran la existencia
de ese niimero? Haciendo cuentas con una computadora. ;Cudl es ese nimero?:

233192
U= Z 9 x 10"t 1 20958.

r=1

4.2. La felicidad de los primos. Supongamos que tenemos ante nosotros un
subconjunto infinito de niimeros naturales que se caracterizar por compartir una
determinada propiedad, una especie particular. Inmediatamente nos preguntamos
si en ese subconjunto, si en esa especie, encontramos niimeros primos. Por ese
motivo, es natural entonces pensar en los (ntimeros) primos felices. Por de pronto,
los primos felices menores que 500 son 7, 13, 19, 23, 31, 79, 97, 103, 109, 139, 167, 193,
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239, 263, 293, 313, 331, 367, 379, 383, 397, 409, 487. ;Existen infinitos primos felices?
No se conoce la respuesta a esa pregunta. Si se quiere conocer un poco mas con
respecto a la sucesion (finita, por ahora) de los primos felices se puede consultar
la sucesion A035497.

4.3. La cantidad de ntimeros felices. La felicidad no es un estado al que puedan
aspirar todos los nimeros naturales. ;Cuantos de ellos pueden hacerlo?, ;la mayoria
de la poblaciéon de ntimeros? Disponer de evidencia empirica siempre es saluda-
ble pues nos permite tomar decisiones. Asi que para empezar a responder esas
preguntas vamos a tratar de contar la cantidad de nameros felices en el intervalo
[1, N] como para tener una idea de la densidad del conjunto de ntimeros felices en
el conjunto de los nimeros naturales.

La sucesiéon A068571 presenta la cantidad de nimeros felices en el interva-
lo 1, 10"]. Sus primeros términos son 3, 20, 143 1442, 14377, 143071, 1418854,
14255667, 145674808, 1492609148. Si miramos la lista de 20 términos que ofrece
OEIS, observamos que la proporcién de ntimeros felices en el intervalo [1, 10"]
oscila entre las cantidades 0,118226055080025491 cuando n = 18 y 0,15091199357
cuando n = 15.

Vamos a considerar la densidad de ntimeros felices como una funcién del in-
tervalo [[1, N]. A continuacién, presentamos dos graficos que aportan alguna
informacioén al respecto.

La Figura 4 representa la densidad en [[1, ], considerando valores de NV entre
1y 7-10° Observamos que la densidad tiene una suerte de comportamiento
asintotico.

Reescalando adecuadamente, la Figura 5 presenta el grafico de la densidad
en [[1, N, considerando valores de N entre 1y 2,15 - 10%. Si bien los valores de
la densidad permanecen acotados, no observamos el comportamiento asintético
sugerido por la Figura 4.

Los resultados provistos por estos graficos no son alentadores. Nos muestran
que son muy pocos los nimeros felices. ;Sera posible determinar la densidad de
los ntmeros felices? Justin Gilmer respondi6 la pregunta aunque su respuesta no
hace mds que confirmar nuestro desdnimo. En su trabajo On the Density of Happy
Numbers publicado en 2013 ((Gilmer, 2013)), mostré que, como indica la evidencia,
alrededor de 1/7 de los nimeros naturales es feliz; es decir, grosso modo solo uno de
cada siete niimeros es feliz.

Gilmer es capaz de calcular la densidad de ntimeros felices en intervalos [1, 10™]]
con m < 8000. Sefiala que ese hipotético cardcter asintético tampoco se observa
para valores muy grandes de N. Es més, encuentra que la densidad de nimeros
felices estd acotada entre 0,1138 y 0,18577.

No es muy saludable que la felicidad sea para pocos.
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4.4. Un trabajo de base. La funcién S, puede definirse sobre los naturales repre-
sentados en cualquier base. En consecuencia, la dindmica implicita podria variar
de acuerdo a cada base. Por lo tanto, la naturaleza feliz de un ntimero podria
modificarse. Por supuesto, extendiendo la Definicién 3.1 a una base arbitraria.
De acuerdo a nuestra definicién inicial, 2 no es un ntmero feliz bajo el sistema

decimal. Si consideramos el sistema binario, la representacién de 2 es (10), y su
imagen por S; es

S»((10)y) = 12 +0* = 1.
En el sistema binario, 2 = (10), es un namero feliz. Este simple ejemplo muestra

que, como imagindbamos, la definicién inicial de ntimero feliz no es intrinseca:
depende de la representacion en base 10.
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El sistema de representacion decimal ya mostro sus evidentes limitaciones para
asegurar la felicidad de la mayoria de los ntimeros. Solo puede garantizarle la
telicidad a un séptimo de los naturales. Quizés sea el momento de cambiar el
sistema de representacién y considerar una base sobre la cual la felicidad de la
mayoria de los ntimeros esté garantizada.

En esa busqueda de un cambio de sistema, comenzamos con el sistema de
representacion binario. Es decir, nuestro mundo es el de los naturales representados
en base 2. Utilizamos el simbolo (N, 2) para representar ese conjunto. Si dejamos
que la dindmica inducida por S, : (N, 2) — (N, 2) actte libremente, observamos
que la evolucién de cualquier N = (a,a,_1 - --ap)2 es (1)2. La representaciéon en
base 2 asegura la felicidad de todos los ntimeros naturales.

El ejemplo binario es suficiente para darnos cuenta de que la introduccién de
un nuevo concepto estd al alcance de la mano. Antes, extendemos una notacién
recientemente introducida. Indicamos por (N, b) el conjunto de ntimeros naturales
representados en base b. Si desedramos ser extremadamente precisos, tendriamos
que escribir algo asi como S, , para indicar que la definicién depende de la base
utilizada. De esta manera, deberiamos escribir S, ;, : (N,b) — (N, b).

Definicion 4.2. Una base b es feliz si todo elemento de (N, b) es feliz.

La demostracion del Teorema de la Felicidad (Teorema 3.2) tiene un costado
muy interesante. Muestra que la fortuna de los niimeros naturales depende de
lo que ocurre con los nameros que tienen 1 o 2 cifras decimales. A su vez, esta
reduccién fue consecuencia de la Proposicién 2.1. Como si nuestro texto fuera
un relato policial en el cual se van sembrando las pistas, la forma de enunciarla
preanunciaba algo importante: su enunciado solo alude a la cantidad de cifras del
numero en cuestion. Ademads, si bien su demostracién utiliza explicitamente que
la base es 10, la validez de la argumentacién se puede extender a cualquier base b.

Proposicion 4.3. Si N es un elemento de (N,b) y tiene tres o mds cifras, entonces
52,b(N> < N.

Demostracion. El trabajo consiste en traducir adecuadamente la demostraciéon de la
Proposiciéon 2.1. Si N = (anap_1 - - ao)p = a,b™ + p_1b" 1+ a;b+ ag tiene tres o
mas cifras en base b, entonces n es mayor o igual que 2y, por lo tanto,

N =S34(N) = apb™ + ap1b" ' +-arb+ag—a — - —ai —ag
= ap, (0" — ap) + a1 (0" —an_1) + - Far(b—ay) + ap(l — ap)
>0 —(b—1)(b—2)=3b—3>0
Ul

En definitiva, concluimos que para cada base b, la fortuna de los elementos de
(N, b) depende de lo que ocurre con los ntiimeros que tienen 1 o 2 cifras.
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Una de las primeras consecuencias es que 4 también es una base feliz. En efecto,
como (1)4, (2)4 ¥ (3)4 son felices, resulta que todo elemento de (N, 4) es feliz. Hasta
el momento 2 y 4 son las tinicas bases felices conocidas menores que 5 - 10°.

La sucesiones A193583 y A193585 indican el niimero de puntos fijos y el niimero
de 6rbitas periddicas bajo la accion de S, j, respectivamente. Mirando estas entradas
nos enteramos que en base 43 hay 11 puntos fijos y 6 6rbitas periédicas; que en
base 63 hay 7 puntos fijos y 9 6rbitas periddicas, y que en base 83 hay 15 y 10,
respectivamente.

La tabla que sigue, extraida de un trabajo de Helen Grundman y Elizabeth Teeple
((Grundman y Teeple, 2001)) detalla los puntos fijos y las 6rbitas periédicas para
todas las bases b menores o iguales que 10.

Base | Puntos fijos y 6rbitas
2 1
3 1,12,22
2—>11 -2
4 1
5 1,23,33
4—-31—-20—14
1
32 —>21 —-5—41 - 25 — 45 — 105 — 42 — 32
1,13,34,44,63
7 254 —22—11—>2
16 — 52 — 41 — 23 — 16
1,24,64
4 —20—4
5—=31—12—>5
15 —>32—>15
1,45,55
9 58 — 108 — 72 — 58
82 — 75 — 82
1
416 — 37— 58 >89 —» 145 —» 42 —» 20 — 4

10

Acaso sea imposible vivir en un estado permanente de felicidad; sin embargo,
aqui encontramos ejemplos de que, al menos, en la poblacién de ntimeros natu-
rales no es algo impensado, algo imposible de lograr. Un cambio de sistema de
representacion abre la puerta a esa utopia.

§5. Dia de fiesta

Este articulo tiene sus origenes en el video Sobre la felicidad y los nimeros que
Antonio Cafure subié a Matematica Sentimental, su canal de YouTube, durante la
cuarentena de 2020.
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Durante 2022, los autores comenzamos a discutir sobre diversos problemas que
involucran la nocién de ntimero feliz y, a la vez, a poner por escrito las diferentes
ideas que iban surgiendo. Como una forma de poner a prueba el interés de lo que
escribiamos, a fines de julio de 2022, Antonio Cafure y Dario Devia dictaron el
curso La felicidad es un arma cargada durante la Octava Escuela de Matemaéticas de
la Universidad Nacional de General Sarmiento, EMASUNGS VIII-Sabrina Victoria
Vieiro.

Mientras termindbamos de escribir este articulo, notamos que la sucesion de
distancias entre nimeros felices no formaba parte de la OEIS. Tenemos el honor
de presentar en sociedad nuestra sucesion, la entrada A356412 de The On-Line
Encyclopedia of Integer Sequences. Sus primeros diez términos son 6, 3, 3,6, 4, 5, 3, 1,
12, 5.

Intentamos mostrar un posible recorrido: partiendo de una aparente curiosidad,
de una iniciativa ladica, de un contenido sencillo que bien podria formar parte
de alguna curricula escolar o universitaria, seguimos asistiendo y participando
de la ramificacién de ese arbol tan saludable que es el conocimiento matematico.
La savia del 4&rbol matematico son los problemas, hasta aquellos que a primera
vista puedan parecernos un simple entretenimiento. Asi, se recrea el ciclo de la
naturaleza matemaética.
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Seccion de Problemas

por Juan Pablo Rossetti

En este namero, se presentan tres problemas, y por primera vez, en lugar de las
sucesiones al toque, hay dos crucigramas matemdticos, en los que aparecen solo nime-
ros enteros no negativos. Las soluciones se encuentran en las paginas siguientes.

N7,
N

Problema 1. Coleccionando las figuritas del Mundial.

Un nifio tiene el dlbum de figuritas del Mundial de Qatar y decide coleccio-
narlas para llenarlo. Sus padres quieren complacerlo, aunque se preocupan por el
costo que podria tener esto, porque saben que su hijo no es de cambiar figuritas.
Cada paquetito trae 5 figuritas distintas y cuesta 200 pesos.

Sisuponemos que el album tiene n = 650 figuritas. ;cudnto costaria completarlo
si le tocaran todas figuritas distintas?

Asumiendo que no hay figuritas dificiles, sino que todas salen aleatoriamente
(cudl es la probabilidad de que en el 2do paquetito no salga ninguna repetida?

En general, si hay pegadas k figuritas en el dlbum y se consigue una nueva
tigurita al azar, ;cudl es la probabilidad de que no sea repetida?

Pregunta (dificil): ;Cudl es la probabilidad de llenar el dlbum con k figuritas?

Pregunta (muy dificil): ;cudl es el valor esperado de 1o que costaria, en promedio,
completar el album sin cambiar figuritas?

Problema 2. Polinomios. Dados los monomios x2y?, 2233, 23y?, 23y3, 2%y*, x%y?,
Jexisten enteros ay, as,. .. ,as tales que el polinomio p(z) = a,2%y*+asz’y> +azxy*+
a2y + asx?y* + agry?® sea siempre no negativo?

[Nota. Es muy interesante analizar el caso mas general, donde no se especifican
los monomios. Esto aparecié como Problema nro. 4 en la CIMA (Competencia
Interuniversitaria de Matematica Argentina) tomada este afio el dia 24 de agosto
en todo el pafs. |
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Problema 3., Cubrir un tablero con fichas de domind.

Se tiene un tablero de 8 x 8 casillas y fichas de dominé de 2 x 1, del tamafio de
dos casillas del tablero. Claramente, con 32 fichas se puede cubrir bien el tablero
sin superposiciones entre las fichas.

Ahora quitamos dos casillas al tablero, dos esquinas opuestas, como se muestra
en la figura. ;Se lo puede cubrir con 31 fichas?

Vale la pena pensar en el mismo problema en situaciones mds generales. Si
el lector no conocia el problema planteado, una ayuda para resolverlo puede ser
pensar en los casos més pequefios de tableros de 2 x 2 sin las dos esquinas opuestas
y una sola ficha, o de 4 x 4y 7 fichas, etc.

Planteamos la misma pregunta para el tablero 8 x 8, pero ahora quitando dos
casillas arbitrarias del mismo. ;En qué casos se lo podré cubrir bien con 31 fichas
de domniné?

Pensar también el caso de un tablero de m x n casillas, al que se le quitan dos
casillas. ;Cuéndo se puede cubrir con “5* fichas de dominé? (la pregunta tiene
sentido cuando al menos uno de los dos ntiimeros, m y n, es par; el caso en que
ambos son impares, no se puede).

jCrucigramas matematicos!

Podés encontrar las soluciones en las paginas siguientes.

Los siguientes dos crucigramas se arman con ntimeros enteros no negativos, un
digito por casilla. En el segundo crucigrama algunas preguntas pueden requerir
consultas bibliogréficas o a internet. En el primero, el desafio es intentar hacerlo
sin consultas a internet.
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HORIZONTALES 1.- Se pinta un cubo
grande formado con 512 cubitos del mismo
tamafio. Cantidad de cubitos pintados (en
al menos una de sus caras). 3.- n°, con n

tal que el niimero de oro es igual a # 6.-
Numero de particiones del 8. 7.- 6to niime-
ro triangular (el 1 es el primero). 8.- Canti-
dad de caras del icosaedro. 9.- Suma de los
primeros 20 cuadrados perfectos. 11.- Me-
nor numero primo mayor que 100. 12.- Tér-
mino de la sucesiéon de Fibonacci que se en-
cuentra entre 2584 y 6765. 14.- Cantidad de
numeros primos entre 50 y 100. 15.- 4to pri-
mo de Fermat, contando al 3 como el pri-
mero. 16.- Tres primeros digitos significati-
vos de 7. 18.- Suma (en grados) de los an-
gulos interiores de un poligono de 9 lados.
21.- Cantidad de raices de cos(z) = 0 para
x € [0,100]. 23.- Menor namero natural que
tiene 12 divisores. 24.- Medida del tercer la-
do (nimero entero) de un tridngulo rectan-
gulo cuyos otros lados miden 60 y 109. 25.-

Cantidad de cuadrados (de todos los tama-
Nos) que se forman en un tablero de ajedrez.
26.- Numero de 3 digitos cuya cifra de las
unidades es 4 y que se obtiene al restar el
numero de 3 cifras abc por su permutado
cba.

VERTICALES 1.- Vigésimo ntiimero natural
que tiene todos sus digitos iguales (el 1 es el
primero). 2.- E131 % de 299500. 3.- En siste-
ma binario (11111) 4.- En base 8 (52776)s.
5.- 10 veces la suma de los primeros 18 pri-
mos. 7.- n tal que n + 2 es el producto de
los primeros 4 primos. 10.- abab con ab pri-
moya = b+ 6.13.- MCCCLX 15.- Poten-
cia quinta de 3 cifras. 17.- Base del sistema
decimal. 19.- Area del poligono de vértices
(27,0), (19,12), (2,12) y (0,0). 20.- n tal que
n(n+1) es el producto de los primeros 7 pri-
mos. 22.- Cantidad de veces que en un dia
las agujas del reloj forman un angulo llano.
24.- Capicta que es suma de 3 cubos conse-
cutivos.
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HORIZONTALES 1.- 37mo término de la
sucesién de Fibonacci, se encuentra entre
14930352 y 39088169. 8.- Primer cuadrado
perfecto mayor que 1 en la sucesién de Fibo-
nacci. 9.- Ano del Nacimiento de Karl Frie-
drich Gauss. 10.- Cantidad de los famosos
“Problemas de Hilbert”. 11.- 5to primo de
Fermat (3 es el 1ero). 12.- Primeros 4 digitos
significativos de e. 14.- Cantidad de tridn-
gulos distintos (no congruentes) con lados
enteros entre 1 y 5. 16.- Cantidad de pri-

mos menores que 50. 17.- Cantidad de ve-
ces que se superponen las agujas del reloj
en un dia, sin contar las que se producen a
las 12. 18.- Cantidad de aristas del Dodecae-
dro. 20.- Cantidad de rectdngulos en un ta-
blero de ajedrez. 23.- Menor ntimero primo
mayor que 300. 25.- Primeros 4 digitos sig-
nificativos del niimero de oro. 27.- Namero de
la patente del taxi que tom6 Hardy cuando
visité a Ramanujan en el Hospital. 28.- Se

pinta un cubo grande formado con mil cu-
bitos del mismo tamafio. Cantidad de cubi-
tos que fueron pintados (en al menos una
de sus caras).

VERTICALES 1.- Capictia, par, cuyos digi-
tos suman 5. 2.- 25 % de 17728. 3.- 3er niime-
ro piramidal (pirdmide de base cuadrada).
4.- En sistema binario (1101111110110)s.
5.- Cantidad de dias en 5° semanas. 6.
MDCCXXXII por 10. 7.- Se le resta 2, luego
se lo divide por 10 y solo le quedan sietes.
11.- En base octal (14015)g. 13.- Primo geme-
lo del 73. 15.- Cubo perfecto y capictia. 17.-
Yuxtaposicién del factorial de 4 y del menor
cuadrado y cubo perfecto (simultdneamen-
te) mayor que uno. 19.- Nimero del Agen-
te Secreto mas famoso 21.- Potencia cuarta
perfecta, impar. 22.- IT}_, k!. 24.- Medida en
grados de los angulos exteriores del penta-
gono regular. 26. Cantidad de pentominés
(cinco cuadrados unidos por sus lados) dis-
tinguiendo la orientacién.
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SOLUCIONES

Solucion 1. Respuesta: 26 mil pesos costaria si no salen repetidas. Resulta de hacer

650/5 = 130, serian los paquetitos necesarios, y luego multiplicar por 200 pesos.
Al comprar el 2do paquetito, la probabilidad de tener las 5 nuevas figuritas

distintas a las anteriores viene dada por el cociente de ntimeros combinatorios:

casos favorables  (";°)  645.644.643.642.641

casos totales  (?)  650.649.648.647.646

=~ (), 962.

En general, si hay k figuritas pegadas, la probabilidad de que salga una nueva

. n—k
€S Pry1 = nT

Llenar el dlbum de n figuritas habiendo comprado & figuritas, es como colocar
aleatoriamente k bolas en n celdas y que ninguna celda quede vacia. Esta proba-
bilidad se calcula en la teorfa:

2eo(i) (-3)

Veamos ahora brevemente como se calcula el valor esperado de la cantidad de
figuritas necesarias para llenar el dlbum:

llamemos 7'y t; a las variables aleatorias tales que 7' cuenta la cantidad de
tiguritas que tendremos que conseguir hasta completar el lbum y ¢; las necesarias
para obtener la i-ésima figurita nueva después de tener ya i — 1 pegadas en el
album. Entonces 7" = t; + --- + ¢,,. La probabilidad de obtener una nueva figu

es p;, = ”_(i_l) = 2=t Asi, ¢, tiene distribucion geométrica con valor esperado
L = _"_ Por linealidad de la esperanza tenemos
Di i+1
1 1 1
E(T)=E(t1))+E(t)+-+E({t,)=—+—+-- 4+ — =
41 P2 DPn
~ 4 TR S H,
— — “ .. —=n- — —_ P — =n- ns
n n-—1 1 1 2 n

donde H, es la suma parcial hasta n de la serie arménica, que se puede aproximar
bien usando el logaritmo natural; con lo que queda

E(T)=n-H,=nlnn+0,577-n

En nuestro caso, para n = 650, da cercano a 7. Es decir, si no se cambian figuri—
tas, habra que comprar aproximadamente 7 x 650 = 4550 figuritas; es decir, 910
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paquetitos, que en pesos se traduce a un gasto de 182 mil pesos. La conclusién
infaltable es que hay que salir a cambiar las figuritas repetidas.

Solucion 2. Respuesta: Si, existen. Por ejemplo, tomando a; = 25, a; = a3 = —10,
ay = 2, a5 = 1, ag = 4, resulta que p(x) = (zy* — dzy + 22%y)?, por lo tanto es
siempre no negativo.

Solucion 3. Respuesta: No se puede. La solucién al problema es iluminadora, mues-
tra muy bien un aspecto del poder de los invariantes en la matematica.

Pensar el tablero 8 x 8 como de ajedrez, con las casillas blancas y negras. Notar
que cada ficha de dominé que se ponga en el tablero, siempre va a cubrir una
casilla blanca y una negra. El tablero original tiene 32 casillas de cada color, pero
cuando se le quitan dos esquinas opuestas queda con 32 casillas de un color y 30
del otro. Por lo tanto, es imposible cubrirlo con 31 fichas de dominé.

Lo mismo sucede en general, en un tablero n x m. Se lo colorea como al del
ajedrez, por ser m o n pares. Entonces no se lo puede cubrir si se han quitado dos
casillas de un mismo color. Ahora, si se se quitan dos casillas de distinto color, se
puede ver, que siempre se lo puede cubrir bien, para m,n > 1. Una demostracién
se puede hacer con un razonamiento de tipo inductivo.

Soluciones de los Crucigramas Matematicos

2196 3[1]275
212 211 2.0
2181710 1]0]1
.4181 170
257.3 4
4 11216
3 6|0

4

Viene de paginas anteriores.
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