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Curiosidades del 2023

Todos los niimeros tienen alguna curiosidad, aqui compartimos algunas del 2023

por Ricardo Podestd

Su factorizacién en primos es
(1) 2023 =7-17*=7-17-17,

de donde vemos que sus factores primos concatenados jforman un nmero capicta!
Mas atn, como 2023 = 7- 16 + 14 - 16 + 7, es capicda en base 16, 2023 = (TE7).

La factorizacion (1) puede ser reescrita de la siguiente forma
2023 = (2+ 0+ 2 + 3)(2* + 0% + 2 + 3?)?,

lo cual no deja ser una gran curiosidad por ser autorreferencial.

El 2023 es suma de nameros triangulares 7,, = w consecutivos:

2023 =T +T5+Ty+---+To=3+6+10+--- 4 253.

Tipos de niimeros
Veamos que 2023 es un ntmero...

educado: ya que se puede escribir como suma de niimeros consecutivos de
maés de una forma; por ejemplo,

2023 =111 4+ 112 4 - - - 4+ 127.

de Harshad: pues la suma de sus digitos 2+0+2+3 = 7 divide a 2023 = 7-289.
de juntura: porque se puede escribir como un ntimero »n mas la suma de los
digitos de n, para al menos dos n distintos; en efecto

2023 =1997+14+94+9+7=2015+2+0+1+5.

equidigital: puesto que tiene la misma cantidad de digitos que su factorizacién
prima, usando potencias (2023 = 7 - 17?).

deficiente: pues los divisores propios de 2023 son 1,7,17,119 y 289 y su suma

es 433, que es menor que 2023.

duffiniano: debido a que es un nimero compuesto que no tiene factores comunes
con la suma de sus divisores 1 + 7+ 17+ 119 + 289 + 2023 = 2456 = 2 - 307.
congruente: pues es el drea de un tridngulo rectdngulo de lados racionales.
Por ejemplo, 5, 6 y 7 son ntimeros congruentes. El 5 porque es el drea del

triangulo rectangulo de lados (2, 3, ), el 6 porque es el area del tridngulo
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Curiosidades del 2023
rectangulo de lados (3,4, 5), pero también del de lados (15, 22, &) y el 7
porque es el area del triangulo rectdngulo de lados (22, 337 24),

plaindromo en base 11: pues 2023 = (157A)1; y1 <5 <7 < A (donde A = 10).
zygodromo en base 2: pues 2023 = (111100111),. Un ntimero es zygédromo
en base b si estd formado por tiras de al menos dos digitos (parejas) que se
repiten, en esa base (zygo es par o pareja en griego).

Expresiones con los digitos
2023 puede ser escrito de muchas formas curiosas, por ejemplo:

Con las operaciones elementales (incluyendo la potenciacién) tanto en forma
ascendente como descendente con los diez digitos (con y sin el 10):

2023 =12x3 X (44+5) X6 +T7+8x9=9x84+7+6x54dx3x2x1

=12x (3x4+5)x6+789+10=10+98+ (7+6) x 5+43*>+ 1.
También funciona la expresion
2023 =(9+8) x7Tx (6+5+4+3—-2+1),

que es bonita pues se deriva de la factorizacién prima en (1).

Usando s6lo uno cualquiera de los digitos:

2023 = (14+ )" —(14+1) x (11 +1) -1
=(2x2242)* -2
=3+3+(3+3)x(333+3)+32
=4+4+(4+4) x4 —4)—1

:(%)5’5—5—5“
=6-+66x (6x —6)+6x6+
=T+Tx(Tx(TXT=T7)=T7)4+7
= (8+8+%) x (8+ 558
:999+(@%9)9+3.

La misma representacion (decimal) usando un tinico digito a:

aaaaaa X (a + a) + (aa + aa — a) X aaa

2023 =

a X aaa
(aaaaa — a) x (a + a) +a+a+a

a X aa a

para cualquier a € {1,2,3,4,5,6,7,8,9} (;por qué funciona?).
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Curiosidades del 2023 5

Usando los mismos digitos en las bases que en los exponentes:
2023 =02 +1° —2° +3°+4' +5° + 6
=0"—1"4+2°+3%+4° + 5! + 6% + 7
=0+ 1"+ 28+ 30+ 4t + 54 46"+ 73 + 8
=0"+1742° -3 4+4°+ 5"+ 6"+ 7° + 8" +9°.
Como expresiones con digitos involucrados en el mismo orden:

2023% = 8279186167 = (82 + 79 + 186 — 6 + 7)°.

Suma de cuadrados y ternas pitagoricas

2023 se puede escribir de 42 formas como suma de 4 cuadrados (sin importar
el orden de las sumas y sin usar niimeros negativos)

2023 = 12 + 22 +13% + 432 = 12 4 5% 4292 + 34% = 1% + 7% + 23? 4 382
=12+ 11% + 262 + 352 = 12 + 13% 4+ 222 + 372 = 22 + 52 + 25 4 372
=22 4 7?7 1172 4432 =22 4 T2 177 4 417 = 22 + 117 4 23% 4 372
=22 4132 + 252 +35%2 =22 + 172 + 192 +37% = 3% + 5% + 152 + 422
=32+ 5%+ 30% +33% = 3% + 92 + 13% + 427 = 3% + 13% + 182 + 39°
=32 4 14% + 277 + 332 = 3% + 182 + 272 + 31% = 3% + 212 4 222 + 332
=52+ 6% + 217 + 397 = 52 + 72 + 10% + 43% = 52 + 10 + 232 + 37?
=52+ 112 + 142 + 417 = 52 + 142 +29? 4 31% = 52 + 177 4 22 4 352
=52 4192 +26% +31% = 6% + 9% + 152 + 412 = 6% + 132 + 27 + 332
=724 112 4222 + 372 =72 + 132 + 197 4+ 382 = 7% 4+ 177 + 232 + 342
=72 4222 4+ 232 4312 = 9% + 147 + 152 + 39% = 9% + 187 4 232 + 332
=10% + 112 + 292 + 31% = 10® + 13% + 23% + 352 = 112 + 13% + 17% 4 382
=132+ 14% + 172 + 37% = 132 + 152 + 27% +- 30% = 13% + 182 + 212 + 33?
= 13% + 222 4232 + 29% = 14 4+ 19% + 25% + 292 = 18% + 212 4 232 4 272
y como suma de 5 cubos
2023 = 2° +5° +6° + 7° + 11°.
2023 es parte de las siguientes ternas pitagoricas:

0522 + 17852 = 11272 + 1680% = 20232

donde la hipotenusa mide 2023 y estas

20232 4 2040% = 28732, 20232 4 41736 = 417852,
20232 4 69362 = 72252, 20232 4 120360 = 1203772,
20232 4 171362 = 172552, 20232 4 2923207 = 2923272,

donde el cateto més corto mide 2023.
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6 Curiosidades del 2023

Teselado con triominds
Un monomino es un cuadradito unidad. Un triominé (o tromind) es la unién de
3 monominds unidos por sus lados (hay dos, con las formas deIy de L).

Hay 2023 formas de teselar (cubrir sin solapamientos) una grilla cuadrada de
4 x 4 usando solo el triominé en forma de L y el monominé. Por ejemplo,

SRR

Las 2023 teselaciones son estas:

R T s o e Y o e R 7 O T T S R N R Yl R T R A
e Bl Eala b P L e e e L D o b e [ T e el o
L T Ll D e Fe L R o ek e e e B P el b
el Fede P Far ok o - R L S e e Tk el beh i e D] b e e o
e e - E e ] e e e s et et L e e -
RN ESNH O R A N H AT AN Y S SR RN A
b nke bk e el e bR E R L e - e e b e e B 1
e Fe bk L e A e P e e e e e e T P e ] L R
L ok [ B b e o b e R e b e L s e B ek e s
i 7S o e et ' o R P o T T T R i i el R O T ST R R T
b P e e bl e e B o R e e el s e ke e e e A e b ] e e b
e Bt ek b R Lo e Tt e - B bl e b e T L] M e
bk de kel el ey P P e e e e e
e e e e b o et ) e el b e e e
e et L R e ] e ke L o Ll e e e e e e L
e b e R e e L e e T [ T e
bk e L ol e S T e ek, e L b e e
e Ll e B o e e ok b e o e o) cE o e e e - - e
b Lok ol e e e e ] TR B b D e T o e Y e el
o e e el S TR b L bk ol e P e e e e T e e e - R
e b e R e e e e e e e e e e e e e ]
e G e bl ol ek = e e e e e e o Pl - s e
b e B B - L b e b e e e L e b e e
bt e e e R e T L o L e T e
AR P e N H e N R RS AR RS
AR AR S S H R A P P R ICE N S NS P T
Cae ]t e E L e P e e e B Ll e e o e e e b B
AL ok b o e o o e et e B el ek e b T e e E ek
IR A R A R HE N PR AR NS R A KR A
e e bbb e P b B T e Bl b Fe e el o L T L b B b e
e e k- L e s e b e e R e e T
AR A A AN EE R IR S IR TR EERA S
el T e E e e e et ol e bl il T e el g e el e
b b R e o b Pk o b L b el - sk e ] ke e el ek
ekl F oDk Bl el ek i e o b e e b R b e e ae e e e £k T
e b e ok e e bk e T L B e B - e e
AN R PP RS AerHY e PR S SR R LR D
el e b e ] T e B T e T KLl

R T e T e E A T LR e R R R e R P B e
A ASE NI e S A AT H A HARN YR TR YN T b
et Fe b bbb d e Lok - R P s el e ek e L b T e Pk e T
Ee LMDk b e ] bl b B e R b e e e e e e e

FHAS R S F P R R S E NN N AR YRR RSN R S SRS

Muchas de las curiosidades de la presente nota han sido obtenidas de la pagina
Numbers Aplenty y del articulo 23 and 2023 in numbers and patterns de Inder Taneja
disponible en https://inderjtaneja.com.
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Cuestion de tiempo. Luis Caffarelli, Premio Abel 2023

por Antonio Cafure

n los ultimos afos la llegada del mes de marzo representa un momento
E particular para el mundillo matemaético. Una sensacién creciente de
ansiedad se va apoderando de nuestros espiritus y, expectantes, aguardamos el
climax que suele llegar unos dias después del 20 de marzo. El motivo es que
la Academia Noruega de Ciencias y Letras anuncia el nombre del ganador del
que acaso sea el premio de mayor reconocimiento a la tarea de los matematicos:
el Premio Abel. De esta manera, la Academia homenajea la memoria de Niels
Henrik Abel, el matematico noruego que en una vida de apenas 26 afios (1802-
1829) logré erigirse en uno de los mas grandes de la humanidad. Al decir de
Francisco Vera en Veinte matemidticos célebres, Abel es uno de los “dos matemaéticos
mas jovenes de la historia”. El otro es Evariste Galois.

La iniciativa de la Academia Noruega ha tenido también el buen tino de
colaborar con la causa de desterrar la pregunta de por qué no hay premio Nobel
en matematica. La respuesta es que no es necesario pues la comunidad ya tiene un
premio equivalente que, al mismo tiempo, lleva el nombre de uno de los nuestros.

Por eso, deciamos, el mes de marzo es particular. En esta época de
redes, los intercambios, las discusiones, la nominacién de candidatos, las
apuestas simbdlicas por los posibles ganadores del premio forman parte de las
conversaciones cotidianas. Una vez conocido el nombre del premiado se suceden
las alegrias por el reconocimiento al ganador, se multiplican las felicitaciones.
Como si fuéramos una gran nacién matematica, como si las fronteras de nuestro
mundo fueran de libre circulacién, nos fundimos en una celebracién colectiva.

Coémo no ibamos a festejar entonces que Luis Caffarelli sea el primer
matematico de origen latinoamericano en ganar el premio Abel. Mas atn, el
primero de habla hispana. El anuncio no tomé por sorpresa a la comunidad. De
hecho, hacia tiempo que era uno de los candidatos a ganarlo. La profundidad y
el impacto de sus investigaciones en el &mbito de las ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales son de tal magnitud que, ademas de modificar para siempre
los modos de comprender ciertos fenémenos de la vida real, hacian pensar que
era solo una cuestion de tiempo que lo recibiera. En su carrera ya habia obtenido
los més altos reconocimientos a los que un matematico puede aspirar: doctorados
honoris causa por instituciones del mayor prestigio, ser miembro de las academias
de ciencias lideres, ganador de premios de jerarquia, etc. Lo cierto es que con este
galardon Caffarelli pasa a formar parte definitivamente del panteén matematico.
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8  Antonio Cafure

uis Caffarelli estudi6 en la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la

Universidad de Buenos Aires. Alli complet6 su licenciatura y en 1971 obtuvo

su doctorado bajo la direccién de Calixto Calderén, gran matematico y hermano

menor de Alberto Calderén, otro de los matematicos argentinos de talla mundial.

Suele especularse que el mayor de los Calderdn, fallecido en 1999, habria sido un
candidato a ganar el premio Abel.

Luego de doctorarse, Caffarelli continué su carrera en Estados Unidos.
Desde alli mantuvo un contacto permanente con la comunidad matemética
argentina. Claudia Lederman es una matematica argentina que se desempefia
en el Departamento de Matemdtica de la Facultad de Ciencias Exactas y
Naturales de la Universidad de Buenos Aires. Durante afios tuvo un contacto
estrecho con Caffarelli, quien primero fue uno de sus directores de doctorado y,
posteriormente, supervisor de su estancia posdoctoral en el Institute for Advanced
Study en Princeton. Via correo electrénico, Lederman nos cuenta:

Si bien se fue apenas se doctord, sigue visitando Argentina
constantemente desde entonces. Estd muy agradecido de la formacion
que recibi6 acd, siempre cuenta anécdotas de su época de estudiante,
que recuerda con mucha alegria. Ademads, siempre se interesé en
impulsar la matemadtica en Argentina. Dicté cursos, conferencias,
dond colecciones completas de revistas y libros (cuando todo ese
material no era accesible, como ahora, a través de internet), colaboré
en la organizacion de eventos cientificos, promoviendo la visita de
destacados matemaéticos que no hubieran visitado nuestro pais de
otro modo.

En este sentido, nos interesa destacar también que desde el afio 2000, la Revista
de la Unién Matematica Argentina tiene el honor de contar a Caffarelli entre los
miembros de su comité editorial.

Lederman también agrega algunas anécdotas sobre cémo es Caffarelli en su
trato cotidiano:

Luis es una persona sumamente generosa, siempre dispuesto a
compartir sus ideas y su tiempo, aconsejando y ayudando en lo que
sea necesario, y con infinita paciencia. Tiene su casa abierta a sus
estudiantes y colaboradores, haciendo reuniones en las que muchas
veces es él mismo el que cocina.

bel fue un genio roméntico en el sentido mas acabado del término. Es
dificil no conmoverse con las penurias que atraves6 durante su vida. Desde
siempre su figura desperté admiraciéon dentro de la comunidad matemaética. De
ahi que esta simpatizara con la idea de un premio con su nombre, aun antes de que
comenzaran a entregarse los premios Nobel. En 1996 el matemaético noruego Arild
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Stubhaug escribi6é una biografia cuya primera edicién en inglés apareci6 en 2000 y
llevé como titulo Niels Henrik Abel and his times. Called too soon by flames afar. Poner
en palabras lo que Abel representa para la matemaética terminé de convencerlo. Se
acercaba el bicentenario de su nacimiento, y Stubhaug entendia que la matemaética
no podia esperar otros 100 afios. Decidi6 volver a impulsar la iniciativa en forma
tal que fuera una cuestion de Estado: el premio Abel fue oficialmente instituido
en 2002. En el articulo The History of the Abel Prize, Stubhaug da cuenta de los
vaivenes, de los intentos frustados y de cémo, finalmente, la memoria de Abel es
homenajeada. Alli podemos leer:

El Primer Ministro enfatiz6 el amplio consenso politico que la propuesta
habia generado y la esperanza de que un Premio Abel anual fortaleciera
la investigacion y el reclutamiento en matemaéticas y ciencias naturales, y
aumentara la conciencia internacional de Noruega como una nacién basada
en el conocimiento.

Este es el premio que acaba de ganar Caffarelli. Por unos dias, su obra le dio
una visibilidad sin parangén a la matemaética argentina.

ANTONIO CAFURE
Instituto del Desarrollo Humano, Universidad Nacional de General Sarmiento
CONICET

(X)) acafure@campus.ungs.edu.ar
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Articulo de Matemitica

SOBRE FUNCIONES INCIERTAS

Sebastian Freyre y Juan Sabia

RESUMEN. En este trabajo, analizamos algunas propiedades bésicas de las funciones reales
f : R — R que satisfacen la ecuacién polinomial X2 +1 = 0 (es decir, tales que f +idg = 0,
donde f% = f o f). Probamos su existencia, damos una caracterizacién de tales funciones
y mostramos un ejemplo concreto del cual pueden derivarse infinitos ejemplos mas. A
continuacién discutimos algunos aspectos sobre su continuidad. Finalmente, un mecanismo
clésico del dlgebra lineal nos permite probar que, para cualquier polinomio P € Q[X],
existen funciones f : R — R que satisfacen la ecuacién polinomial P = 0.

ABSTRACT. In this paper, we analize some basic properties of the real functions f : R — R
that satisfy the polynomial equation X* + 1 = 0 (that is, such that f? + idg = 0, where
f? = f o f). We prove their existence, give a characterization of such functions and show
a concrete example from which infinite other examples can be derived. Next, we discuss
some issues about their continuity. Finally, a classic linear algebra mechanism allows us to
prove that, for every polynomial P € Q[X], there exist functions f : R — R that satisfy the
polynomial equation P = 0.

§1. Introduccién

Hace tiempo, en una clase de Algebra Lineal, se mostré que una rotacién de
angulo g en el plano cumple que f o f = —idg: y se plante6 como ejercicio
probar que ninguna transformacion lineal real f : R* — R?® puede cumplir que
f o f = —idgs (lajustificacion de este hecho, que no es fundamental para seguir
leyendo este articulo, se basa en que f tiene un polinomio caracteristico real de
grado 3, y por lo tanto, tiene un autovalor real; si existiera tal f, este autovalor real
al cuadrado daria —1, lo que es absurdo). La idea de que haya elementos en un
conjunto que al cuadrado den menos la identidad nos remite inmediatamente a la
unidad imaginaria 7 y a los nimeros complejos.

Palabras clave: funciones reales de una variable, continuidad, polinomios, espacios vectoriales.
Keywords: real univariate functions, continuity, polynomials, vector spaces.
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Sobre funciones inciertas 11

Al finalizar la clase, un alumno se acercé al docente y le pregunté: “; Existird una
funcién f : R — R tal que f o f = —idg?”' Muchos afios después, recordando esa
charla, nos pareci6 que esta pregunta podia servir de disparador para pensar un
poco de matematica bésica, cosa que siempre nos gusta, y también para mostrar
el camino que fuimos transitando a partir de alli (aunque, evidentemente, no es
el tinico camino posible). El resultado final, por ahora, es lo que escribimos en
este trabajo. Esencialmente, decidimos obviar al principio el 4dlgebra lineal (ya que
las tnicas transformaciones R-lineales de R en R son mdltiplos de la identidad) e
intentar encontrar propiedades basicas que deben cumplir estas funciones, lo que
nos fue dando un marco para poder sospechar su existencia y construirlas en forma
tedrica. Una vez dilucidado el tema de la existencia, tratamos de caracterizarlas y
luego, de entender algunas de sus propiedades. Por ejemplo, nos enfocamos en el
analisis de la continuidad. Finalmente, nos abocamos a las soluciones que propone
el dlgebra lineal y a generalizar el problema.

Se podria pensar que resolver este problema es més facil en R que en dimensiones
mayores. Sin embargo, si conseguimos una tal f : R — R, la funcién F': R* — R"
definida por F'(z1,...,z,) = (f(z1),..., f(x,)) también satisface lo pedido, con lo
cual, por ejemplo, podremos encontrar F' : R* — R3 tal que F?(z) = —z Vx € R3
(que obviamente no serd R-lineal).

Para facilitar la comunicacién, pongdmosle un nombre a las funciones que
estamos buscando:

Notacién 1.1. Una funciéon f : R — R se dice incierta si cumple que
fof(x)=—aVzeR

(0, lo que es lo mismo, si f* + idg = 0).

Si el lector lleg6 hasta aca y nos cree, ya sabe que las funciones inciertas existen y
hasta le puede sonar mal el nombre. Sin embargo, nos gusté mantener la incerteza
original hasta el final (después de todo, ;qué tiene de imaginario el ntimero i con
el que sabemos operar y de hecho lo usamos para célculos de lo més “reales” y
concretos?). Le proponemos al lector entonces un ejercicio: que se detenga aqui
y se ponga a pensar por qué estamos tan seguros de la existencia de funciones
inciertas, que encuentre alguna de estas funciones o que deduzca por qué razén
deben existir. Probablemente, si puede contestar o avanzar en alguna de estas
direcciones, aprendera mucho méas que simplemente leyendo el recorrido que
nosotros hicimos.

Si, por el contrario, el lector decide continuar con la lectura, una buena politica
seria frenar en cada lugar en que haya un enunciado y tratar de pensarlo o
demostrarlo o buscarle contraejemplos, y cada vez que aparezca un nombre o

IEl alumno era Sebastian Freyre y el docente, Juan Sabia
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12 Sebastian Freyre y Juan Sabia

un tema que no conozca, intentar averiguar de qué se trata. Esta es una forma de
aprendizaje que a nosotros nos sirvié y nos sigue sirviendo a lo largo de los afios.

§2. Algunas propiedades inciertas

Si f es una funcién incierta, necesariamente cumple las siguientes propiedades,
de muy facil demostracién:

= [ esimpar (es decir f(—z) = —f(x) para todo = € R): f(—z) = f(f?*(z)) =
f2(f(x)) = — f(z). En particular, resulta que f(0) = 0.

= f esbiyectiva pues su inversa es — f = —idg o f ya que la composicién en los
dos sentidos da la identidad: —f o f = —idg o f o f = —idg o (—idg) = idr y
fo(=f)=fo(—idg)o f=—idgo fof=—idgo(—idg) = idg.

= Si f(a) =a,—a= f*(a) = f(a) = a,conlo cual @ = 0. También, si f(a) = —aq,
—a= f*a)=f(—a)y —a=0=a.

= Por lo anterior, si a # 0, el conjunto {f(a) /i € Ny} (llamado la 6rbita
de a por f) consta de cuatro elementos distintos: a, f(a), f*(a) = —ay
f3(a) = f(—a) (notar que f*(a) =a Va € R).

» El conjunto de conjuntos {{a, f(a), —a, f(—a)} / a € R} es una particiéon de R
que consta de conjuntos de cuatro elementos y del conjunto {0} (recordemos
que decir que un conjunto de conjuntos es una particion de A significa
que ninguno es vacio, que la unién de todos da A y que los conjuntos son
disjuntos dos a dos):

Lo tnico que falta ver para que sea una particiéon es que los conjuntos
sean disjuntos dos a dos o, lo que es lo mismo, que si hay un elemento en la
interseccién de dos de ellos, los conjuntos deben ser iguales.

Supongamos que {a, f(a),—a, f(—a)} N {c, f(c),—c, f(—c)} # 0. Esto
quiere decir que f(a) = f’(c) para algunos i,j € {0,1,2,3}, pero como
f* = idg, resulta que

{a. f(a),—a, f(=a)} = {f'(a), [ (a), (), f(a)} =
= {f7(e). 7*H(e), f712(e), J7H3 ()} = {c, f(e), —c, f (=)}

Con estas pocas propiedades bésicas, ya estamos en condiciones de comenzar a
construir funciones inciertas:

Teorema 2.1. Sea {(a;,b;)},., una familia de pares ordenados de R~ x R+ tales que
{a;,b;},c; es una coleccion de subconjuntos de exactamente dos elementos de R~ que
son disjuntos dos a dos y tales que | J,;{ai, b;} = Rsq. Entonces la funcion f : R — R
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definida por
(0 siz =0
b; six=a; coni €[
flx)=1< —a; siz=0b; coni €l
—b; six=—a; coni€el
a; sir=-b; coni €[

\
es incierta. Mds atin, cualquier funcion incierta puede construirse de esta forma.

Demostracion. Las condiciones dadas sobre los elementos a; y b; nos aseguran que
cada real positivo forma parte de un par ordenado (ya que la unién da todo R-)
y solo de uno (ya que los conjuntos de dos elementos son disjuntos dos a dos).
Esto nos indica que f esta bien definida sobre los reales positivos (estd definida
y la definicién es tinica). Por la misma razoén, la funcién esta bien definida para
los negativos. Falta ver que f?(x) = —x para todo nimero real x. Esta prueba se
puede hacer caso por caso:

F2(0) = f(£(0)) = f(0) =0

)
F2(br) = f(f(bi) = f(—ai) = =i
F=a) = f(f(=a:) = f(=bi) = a;
P2 (=) = f(f(=b:)) = f(a:) = b;
Para probar la reciproca, sea f una funcién incierta y, para cada a # 0

consideremos la 6rbita de a, {a, f(a),—a, f(—a)}. Entonces necesariamente es
verdadera una y s6lo una de las siguientes condiciones:

= ay f(a) son positivos, en cuyo caso tomamos el par ordenado (a, f(a))

» f(a) y —a son positivos, en cuyo caso tomamos el par ordenado (f(a), —a)
» —ay f(—a) son positivos, en cuyo caso tomamos el par ordenado (—a, f(—a))
» f(—a) y a son positivos, en cuyo caso tomamos el par ordenado (f(—a),a)

Si recorremos todas las 6rbitas posibles, y elegimos el par ordenado indicado
en cada orbita, resulta que la familia de pares ordenados elegidos cumple lo
pedido. O

§3. Las funciones inciertas existen

En el apartado anterior, vimos que dada una funcién incierta, le podemos asociar
una familia de pares ordenados de reales positivos que cumple ciertas condiciones
y que, dada una tal familia, podemos construir una funcién incierta. Pero, ;existira
tal familia de pares ordenados?
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14 Sebastidn Freyre y Juan Sabia

Para probar su existencia, podriamos usar de la teoria de cardinalidad de Cantor
que nos asegura que el siguiente resultado es cierto, pero para hacer el trabajo lo
mas autocontenido posible, vamos a hacer una demostracion directa:

Teorema 3.1. Existe una biyeccion entre {0,1} x R-o y Ry.

Demostracién. Vamos a definir una biyeccién que mande

{0} x (0;1] — (0; 1]
{1} < (0;1] — (1;2]
{0} x (1;2] — (2; 3]
{1} x (1;2] = (3;4]
{0} x (2;3] = (4; 5]
{1} x (2;3] = (5; 6]
{0} x (3:4] — (6;7]

]

{1} < (3;4] = (7;8
y asi sucesivamente. Las biyecciones intervalo a intervalo pueden ser lineales.

La funcién que formalmente definimos como biyeccién , teniendo en cuenta que
[z] denota la funcién parte entera, es

‘ r+[z]+i siz¢N
o(i,r) = o :
20 —1+1 sizeN
Esta funcién ¢ cumple las condiciones anteriores (es decir, manda biyectivamente
los intervalos en los intervalos) y por lo tanto es una biyeccién de {0, 1} x R.o en
R>0.
Sia algtin lector no le convence nuestro argumento, puede verificar que la funcién
inversa de ¢ es

((1,5) six € Nes par
1
(0, :c;— ) siz € N es impar
(r) = [z — 1]
(1, 1- 5 ) siz ¢ N, [z] es impar
\(O,x—%) sixz ¢ N, [z] es par
(verificacién que, aunque tediosa, es directa). g

Teorema 3.2. Sea ¢ : {0,1} x Ry — Ro( una funcién biyectiva. Entonces la familia de
pares ordenados {(p(0,a), p(1,a))} cumple las hipétesis del Teorema 2.1.

aE]R>0

Demostracién. Como la funcién ¢ es suryectiva, podemos afirmar que cualquier
elemento de R va a ser alguna coordenada de algtin par ordenado de la familia
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y, por lo tanto, la unién de los conjuntos de dos elementos formados por las
coordenadas dardn R . El hecho de ser ¢ inyectiva, nos asegura que ningtn
elemento puede aparecer en mas de un par ordenado (de lo contrario habria dos
elementos de {0, 1} x R-, con la misma imagen) por lo que los conjuntos asociados
de dos elementos son disjuntos. Esto demuestra lo pedido. O

Como consecuencia de los Teoremas 2.1, 3.1 y 3.2, tenemos probada la existencia
de funciones inciertas. Mds atn, notemos que cualquier funcién incierta puede
asociarse univocamente a una biyeccién ¢ : {0,1} x Ryg — R<.

Para terminar esta secciéon, vamos a mostrar explicitamente una funcién incierta

(de hecho, esta funcién incierta es la asociada a la biyeccién definida en el Teorema
3.1):

Ejemplo 3.3. La funcién f : R — R definida por

(

0 sizx =20
r+1 si2k <z <2k+1(keZk>0)
fle)=q —2x+1 si2k+1<2<2k+2(keZk>0)

r—1 si2k—1<zx<2k(keZk<0)
(—r—1 si2k—-2<2<2k-1(k€Z,k<0)

cumple que f? = —idp.

Un grafico aproximado de f seria:

N S

\H

1 1 1 1 1 —— 1 1 1 1

6 -5 -4 -3 -2 1 0\23456
)
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16 Sebastidn Freyre y Juan Sabia

Notar que hemos tomado funciones lineales como biyecciones entre intervalos,
pero cualquier otra biyeccién que se nos ocurra va a servir. También hemos tomado
intervalos de longitud 1, pero la longitud puede ser cualquiera y ni siquiera debe
estar fija para todos los intervalos:

12+
107

1210 -8 —6 -4 22 o )\4]1 6 8 10 12
—2

Ya hemos probado que las funciones inciertas existen, caracterizamos cémo son
en términos de conjuntos de pares ordenados de ntimeros reales asociados a una
biyeccién de {0, 1} x R en R-( y dimos la definicién de una funcién incierta en
particular. Sin embargo, podemos seguir preguntdndonos...

§4. Continuidad de las funciones inciertas

Las funciones inciertas que mostramos explicitamente tienen infinitas
discontinuidades. ;Serd este siempre el caso? Vayamos paso a paso, con algunas
observaciones previas.

Si f es incierta, entonces:

» El gréfico de f, Graf(f) = {(a, f(a)) / a € R} C R? es invariante por
la rotacién antihoraria de angulo g: Si (a,b) € Graf(f), (b, —a) € Graf(f),
(—a,—b) € Graf(f) y (—b,a) € Graf(f).

= f no puede ser continua en ningtn intervalo que contenga al 0. Supongamos

que f es continua en el intervalo [0; a) con a > 0. Como es biyectiva, debe ser
estrictamente monoétona (creciente o decreciente) en [0; a). Geométricamente,
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la invariancia del gréfico de f por la rotaciéon de angulo g implicaria que,
cerca del origen, el gréfico de f seria del estilo:

lo que es absurdo. (Puede hacerse una demostraciéon mds formal de
este hecho, pero la dejamos a cargo del lector al que no le gusten las
demostraciones gréficas.)

» Si f es continua en un intervalo [a;b] y = € (a;b), f es continua en f(z):

Como f : [a;b] = f([a; b]) es continua y biyectiva, debe ser estrictamente
mondtona. Supongamos que es creciente (si no, tomamos — f que también
es incierta, y hacemos un razonamiento analogo). Resulta entonces que
f :[a;b] = [f(a); f(b)] es creciente y biyectiva, por lo que resulta abierta (ya
que f de cualquier subintervalo abierto de [a; b] es un subintervalo abierto
de [f(a); f(b)]). Entonces, la funcién inversa de f, f~! : [f(a); f(b)] — [a;]]
es continua y en particular es continua en f(z). Pero f~' = —f ya que [ es
incierta, luego f es continua en f(z).

En particular, podemos deducir que si f es continua en un intervalo abierto
I, f resulta continua en el intervalo abierto f(/),en f(f(I)) = —Iyen f(—1).

= Si f es continua en el intervalo abierto I, los intervalos I, f(I), =1y f(—1)
resultan disjuntos dos a dos:

Podemos observar que 0 ¢ [ y que 0 ¢ f(I), pues f es continua en [
y en f(I). Luego todos los elementos de [ tienen el mismo signo entre si
y todos los elementos de f(/) también tienen el mismo signo entre si . Si
x € 1IN f(I),los elementos de I y los de f([/) tienen el mismo signo (el de
r)yexisteuny € [ tal que z = f(y). Entonces y € I, f(y) =z € I N f(I)
y f(z) = f(f(y) = —y € f(I) tienen el mismo signo, lo que es absurdo.
Teniendo en cuenta que cada intervalo de la lista es f aplicado al anterior, y
que f(f(—1)) = I se prueba facilmente que los intervalos son disjuntos dos
a dos.

» Si f tiene finitas discontinuidades y es discontinua en z, entonces es
discontinua en f(z), en —x y en f(—=x): Si f fuese continua en f(x), el hecho
de tener finitas discontinuidades asegura que f es continua en un intervalo
cerrado que contiene a f(x), entonces f es continua en f(f(z)) = —z, y por
el mismo razonamiento, es continua en f(—z) y en f(f(—xz)) = z lo que
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18  Sebastidn Freyre y Juan Sabia

contradice nuestra suposicién. De la misma forma se prueba que f no es
continua en —z ni en f(—x).

Ahora estamos en condiciones de probar:

Teorema 4.1. Si f : R — R es incierta, f tiene infinitas discontinuidades.

Demostracién. Supongamos que no. Sean ay, ..., a, todos los valores positivos
donde f es discontinua. Por lo anterior —ay, ..., —a, seran todos los valores
negativos donde f es discontinua. Y necesariamente f serd discontinua en el
0 (de lo contrario, seria continua en (—a;;a;) lo que es absurdo). Por lo visto
anteriormente, {a,,...,a,,—ai,...,—a,} debe ser unién disjunta de 6rbitas con
cuatro elementos cada una, con lo que r = 2k para k € N. Esto implica que hay
4k + 2 intervalos abiertos maximales donde f es continua. Notar que, a cada /
intervalo abierto maximal donde f es continua, se le asocian f(I), -1y f(—I)
abiertos maximales donde f es continua y es facil probar que, para dos intervalos
maximales / y J donde f es continua {I, f(I), -1, f(—=1)} ={J, f(J),—J, f(=J)}
o{L, f(I),—1,f(-D}nA{J f(J),—J f(—=J)} = 0. Por lo tanto, la cantidad de
abiertos maximales donde f es continua debe ser multiplo de 4 y esto lleva a
una contradiccién. O

Como tdltimo ejemplo para esta seccién, mostramos una funcién incierta continua
en el cero. En este caso, usamos la teoria de los cardinales de Cantor para asegurar

la existencia de biyecciones entre un intervalo de R y un subconjunto no numerable
de R*:

Ejemplo 4.2. Para cada n € N, se considera una biyeccion

1 1 1 1
I R? .
wi|rit) 2 {en e R om0y 2olenle |1t )}
(si n = 1, el intervalo considerado es [1,+0)). Sea G : R — R? — {(z,y) e R? / x.y #
0} U{(0,0)} la funcion

0,00  siz=0
G(z) = { 9n(x)  size E ﬁ) (n € N)
> (n € N)

1
(Notar que G resulta biyectiva y continua en el 0.) Sea p : R* — R? la rotacién en

—Yn 1 — S
gn(z) sl —x lnn—l

. . . p i — Ry .
sentido antihorario de dngulo 5 Entonces f = G~ opoG es una funcion incierta continua
en el 0.
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Sobre funciones inciertas 19

§5. Un poco de dlgebra

Hasta ahora, nos ocupamos fundamentalmente de la existencia y de las
condiciones de continuidad de las funciones inciertas. Ahora, vamos a comentar
algunas consideraciones algebraicas sobre estas funciones. La primera pregunta
que nos hicimos es si habrd alguna funcién incierta aditiva. Notemos que una
funcién aditiva de R en R resulta ser una transformacién Q-lineal. Por lo tanto,
bastara definirla en una base de R como Q-espacio vectorial. Una idea similar a la
del Teorema 2.1 nos permite contestar esta pregunta.

Proposiciéon 5.1. Sea {(a;,b;)},.; una familia de pares ordenados de R* tales que
{as, b}, es una coleccién de subconjuntos de exactamente dos elementos de R que son
disjuntos dos a dos y tales que B = | J,.;{a;, b; } es una base de R como Q-espacio vectorial.
Entonces la transformacion Q-lineal f : R — R definida sobre B como

b; six=a; coni € [
flz) = . ‘
—a; sizx=0b; coniel

es incierta.

Demostracion. La transformaciéon Q-lineal f existe y es tinica por estar definida en
una base de R como Q-espacio vectorial. Por otra parte, f*(z) = —z para todo
x € B, luego f? = —idg. O

Para probar la existencia de la familia de pares ordenados deseada, se puede
partir de una base B cualquiera de R como Q-espacio vectorial. Teniendo en cuenta
que el cardinal de B y el cardinal de {0, 1} x B son iguales (propiedad cierta para
todo conjunto infinito), se puede aplicar una idea similar a la del Teorema 3.2
aunque sin una biyeccién explicita en este caso.

Mas atin, puede probarse que cualquier transformacién f Q-lineal incierta
proviene de esta construccién. La idea de una posible demostracién, que usa
herramientas un poco maés sofisticadas, es la siguiente: dada f, se consideran los
conjuntos {a;};c; de elementos de R que cumplen que {a;}icr U {f(a;)}icr son
conjuntos de elementos de R linealmente independientes. Por el lema de Zorn,
estos conjuntos, ordenados por inclusién, admiten un elemento maximal y dicho
elemento necesariamente resulta ser una base de R como Q-espacio vectorial.

Observacién 5.2. Las transformaciones lineales inciertas nos permiten pensar a R con
otra estructura. Recordemos que el conjunto Q[i| = {a + bi / a,b € Q} resulta ser un
cuerpo con la suma y el producto usuales de los niimeros complejos. Si f una funcion
incierta puede probarse ficilmente que R es un Q[i|-espacio vectorial con la suma usual de
elementos de R y con el producto por escalares definido por:

(a+bi)r =ar+b.f(r) (a,b € Q, r € R).
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20  Sebastidn Freyre y Juan Sabia

Mas atin, si R tiene una estructura de Qli]-espacio vectorial, entonces f : R — R definida
por
flr)y=ir (reR)

resulta ser una funcion incierta.

Mas en general, con herramientas basicas del dlgebra lineal e ideas similares a
las usadas para las funciones inciertas, puede demostrarse el siguiente resultado:

n—1
Teorema 5.3. Sea P = X" + Zanj € Q[X] un polinomio ménico. Existen
j=0
transformaciones Q-lineales f : R — R tales que P(f) = 0.
Demostracion. Sea {a;1, . .., ain }icr Una particién de una base B de R como Q-
espacio vectorial. Definimos la transformacién lineal f : R — R en los elementos
de B, para cada i € I, de la siguiente manera:

Qj(k+1 sik<mn
f(alk) - ( n)—l .
= ico M1 sik=n

Si, paracadai € I, (a;, ..., a;,) denota el subespacio generado por los elementos
a1, - .., Gy, y tomamos la restriccion de f a este subespacio, resulta ser que la matriz
de la restricciéon de f enlabase {a;1, ..., a;,} esla matriz compariera del polinomio
P que tiene por caracteristico al polinomio P. Usando el Teorema de Hamilton-
Cayley, se tiene que P(f) : (a1, ..., ain) —> (@1, .., ai) €s la transformacién lineal
nula para todo ¢ € I. Por lo tanto, P(f) es la transformacién lineal nula en una base
de R como Q-espacio vectorial y, por lo tanto, P(f) = 0. O

Como en el caso de las transformaciones lineales inciertas, podria probarse que,
si ¢ es una raiz de un polinomio irreducible ménico P € Q[X], una transformacion
lineal f : R — R tal que P(f) = 0 le da una estructura a R de Q[{]-espacio vectorial.

§6. Conclusiones

La idea de este trabajo fue mostrar algunos caminos (conocidos o no) que fuimos
transitando a medida que aparecian nuevas preguntas sobre ciertas funciones
reales. Nos gustaria que también sirva para que el lector (si a esta altura queda
alguno) siga haciéndose preguntas (interesantes o no, faciles o no, “utiles” o no)
sobre estos (u otros) temas. Después de todo, creemos que de esta forma se va
construyendo el conocimiento matematico.

Para consultar (o ahondar) en algunos temas que se tocaron en este trabajo,
sugerimos la siguiente bibliografia. (Apostol, 1999) es un libro excelente para
aprender y consultar sobre temas de andlisis en una variable. La teoria de
cardinalidad de Cantor puede leerse en el primer capitulo de (Kolmogorov y
Fomin, 1975). Los temas de 4lgebra lineal pueden encontrarse en (Hoffman y
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Kunze, 1971) y otros temas de algebra mencionados pueden buscarse en (Lang,
2002).
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dSClbiClS que... por Leandro Cagliero y Ricardo Podesta

el triangulo de Pascal es fractal?

El triangulo de Sierpinski. Este conjunto es un famoso fractal que se puede
obtener, a través de infinitas iteraciones, de diversos modos. Uno de ellos es el
siguiente:

Empezamos con un triangulo T, = /AAABC (con interior incluido).

Le quitamos a T, el interior de su triangulo central, i.e. el triangulo
formado por los puntos medios de /AABC (asi obtenemos T;).

Repetimos el paso (?) infinitas veces con los tridngulos que van quedando
(asi obtenemos T, a partir de 7, para n € N).

El conjunto T, de puntos que quedan sin quitar luego de repetir infinitas veces
el proceso anterior recibe el nombre de tricingulo de Sierpinski.

En la imagen de abajo (hecha con Geogebra) vemos T}, es decir los resultados
obtenidos luego de haber iterado 4 veces a partir de un triangulo equilatero y de
un triangulo rectangulo con vértices en los puntos A = (0,0), B = (1,0), C = (0,1)
en coordenadas cartesianas, respectivamente:

A
Figura 1 Figura 2

G (S8
W

Usando coordenadas cartesianas y el triangulo rectangulo de la Figura 2, es
sencillo describir otro método para obtener el triangulo Sierpinski:
Sea T, = /A ABC rectangulo (con interior incluido) con A = (0,0), B = (1,0),
C=(0,1).
Sea % - T, el resultado de re-escalar T, con factor % Es decir que % - T, es
el triangulo rectangulo, con interior incluido, de vértices (0,0), (%, 0), (0, %).
Consideramos el subconjunto 7T; de T, formado por ‘copias’ de % - T, como

sigue:

Ti=3Ty U 3 Th+30 U 3-T+03).
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ST,
O

A B
Figura 3: El conjunto T

Repetimos el paso infinitas veces, es decir que, en el n-ésimo paso
definimos

1 1 1 1
Tn+1=—'T U ET"+(5’O) U ETn+(O’E)

Resulta que T,,, C T, y el triangulo de Sierpinski es el conjunto limite de los
T, estrictamente hablando el triangulo de Sierpinski es

7;=ﬁn.
n=0

El triangulo de Pascal. El triangulo de Pascal, también conocido como triangulo
de Tartaglia, es el triangulo que forman los niimeros combinatorios

m\ _ m!
k]~ k\(m-— k)

con 0 < k < m para cada m € N, donde 0! = 1. Es decir, para cada m, en la fila

m-ésima ponemos los nameros (7), (7). ... ("). Las primeras 7 filas son

Sabemos que los lados del triangulo de Pascal estan formados por 1's y que
el resto de los elementos de cada fila se obtienen sumando los dos vecinos de
la fila que esta inmediatamente arriba. A continuacién vemos el triangulo de
Pascal con sus valores numeéricos, realizado en esquemas de triangulo equilatero
y rectangulo respectivamente, en analogia con las Figuras 1y 2.

1
11
1 2 1 I 2 1
1 3 3 1 1 3 3 1
1 4 6 4 1 1 4 6 4 1
15 10 10 5 1 15 10 10 5§ 1
1 6 15 20 I5 6 1 16 15 20 15 6 1

JExiste alguna relacion entre los triangulos que definimos? jVeamos que si!
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Relacion entre los triangulos de Sierpinski y Pascal. Es sorprendente que si
“miramos la paridad” de los numeros del triangulo de Pascal obtenemos el fractal
del triangulo de Sierpinski. Con “mirar la paridad” nos referimos a reemplazar,
en el triangulo de Pascal, los numeros pares por un O y los impares con un 1.
Asi, el triangulo (rectangulo) de Pascal anterior queda:

1
0 1
011

0 01 01

Como aqui hemos hecho muy pocas filas, no alcanzamos a percibir que vaya
quedando el triangulo de Sierpinski, pero en la Figura 4 mostramos la paridad
del triangulo de Pascal en la que estan hechas las filas desde m = 0 hasta m = 63.

— e = e e e
— O = O ~
— O O —

5 o & § 100% - $ % 0 .00 123 | Arial - |=-[8]+ | B I =

| of e e (o] ] 6] O o ) ) T L 6 | 2 P B A B b B, T L0, D R P L S P 1 (B

Figura 4
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La Figura 4 ha sido realizada en Google Sheets. Para realizarla, los principales
pasos son colocar los 1’s de la primera columna. Luego escribir en la celda B2
la siguiente funcion

=SI (Y (ESBLANCO (Al) ; ESBLANCO (B1));; SI (ESBLANCO (B1);1;RESIDUO (B1+A1;2)))

y luego extender esta funcion automaticamente a todas las demas celdas que
estan a la derecha y abajo de la celda B2. Esto coloca los 1's y los O’s del
triangulo, y deja en blanco las celdas a la derecha del triangulo. Luego, la
coloracion se realiza con “formato condicional” de celdas.

,Como se explica que queden los mismos fractales? El secreto esta en jel
sistema binario! Es claro que usamos 0's y 1’s en el triangulo de Pascal, pero
Jcomo aparecen en el triangulo de Sierpinski? y ¢como se relacionan con los 0’s
y I's de Pascal? Veamos los detalles.

Triangulo de Pascal. El Teorema de Lucas dice exactamente cuando ('n") es par
en términos de las expresiones en binario de m y n. Concretamente, si

m=ak2k+ak_12k_l+---+c1§+c1121 + ay, a;,=001,

n=b2"+b_ 2"+ +b2+b2" +b, b=001,

entonces (") es par siy solo sia; =0y b; = | para algin j = 0,.... k.

En el triangulo de paridad de Pascal de la Figura 4 las filas van desde i =
1 hasta i = 64 y las columnas van desde la A hasta la BL. Por conveniencia,
pensamos que las columnas van desde j = 0 hasta j = 63. En general las filas
iran desde i = 1 hasta i = 2" y las columnas desde j =0 hasta j =2 —1,yen la
celda (i, j) estara la paridad del niimero (i_l).

Pero si consideramos coordenadas cartesianas (x,y), cuyo origen esta en la
celda (i, j) = 2V, 0), el cambio de coordenadas es (x,y) = 2V —i,j) y por lo tanto:

La celda (x, y) tiene la paridad de
<2N -1- x)
y
Teniendo en cuenta el Teorema de Lucas y que las expresiones en binario de x y
la de 2V — 1 — x tienen intercambiados los 1's por los 0’s, resulta que
La celda (x, y) tiene un 0

siysolosia;=1yb; =1 paraalgun j =0,..., N donde

x=a2N +a,_ 25+ 4 a% +a.2! + a,,

y=b2N 4+ b, 2 4 4+ 67+ 52" + by,
son las expresiones de x e y en binario.

1En verdad, el Teorema de Lucas describe el resto de dividir el coeficiente binomial por p para
cualquier primo p. Ver, por ejemplo, Wikipedia. Nosotros solo lo estamos usando para p = 2.
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Triangulo de Sierpinski. Por otro lado, miremos lo que hacemos en las
iteraciones (1’), (2/) y (3') del triangulo de Sierpinski.
El triangulo rectangulo original es el siguiente conjunto

To={(X,Y)€R2 t0<x,y y x+y<1}.
Resulta que, en sistema binario, el conjunto 7, se describe de manera muy

sencilla. Recordemos que en binario

—=0.1 i:o,m 30,11

1
2 4

También recordemos que cuando un numero tiene desarrollo binario finito,

también tiene un desarrollo binario infinito debido a que

1=0,1111....

Asi,
1 _ 1_ 3=
3 =0,01111... 2 =0,001111... Z =0,101111....

Para describir 7|, observemos que si expresamos a x € y en sistema binario:

x =0,a1a5a5 ..., conag; =001,

la condicion x + y < 1 se traduce en que x e y tienen representacion binaria tal
que a; y b; no son simultaneamente iguales a 1. En efecto, si ¢; = 1 entonces
x > % y por lo tanto y < % Siy< % entonces b, = 0. Si y = % la representacion
infinita de y = % tiene b, = 0.

De este modo,

x=0,a1a5a5..., conag =001

=066, =00,
y=0bbyby..., conb=061 > 1 }

T, = {(x,y)e R? :

Ahora miremos el paso (2’). Resulta que:

| , x=00a,a5a5..., conag =001 .
= Ty=1< (x,y) €R": ) y a=00b=0,,
2 y=0,0b,byb;..., conb, =061
1 | , x=0lajaya5..., cong =001 .
= Ty+ (5,00 =1 (x,y) ER*: .y a=006b=0p,
2 2 y =0,0b,byb;..., conb, =061

x =0,0a,a5a;5 ...

-

0=

conag; =001 .
ya1=00b1=0 .

Ty+(0,2) =< (x,y) eR?:
0T g y=0,1bbybs..., conb =061
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En definitiva, tenemos que

=
Il
=]

&
Il
o

2'x=0,a]aQa3..., conag; =001
T1= (x’y)eR . B y

o< O

0 0

a

b,

Siguiendo ahora con el paso (3’) obtenemos que el conjunto de Sierpinski es

x=0,a;a5a5..., a;,=001

T. = ,y) ER?:
o {(xy) y=0bibyby..., b =061

y, para todo i > 1, a,.=06bl.:o},

Luego, hemos mostrado que el triangulo de paridad de Pascal y el triangulo
de Sierpinski estan en correspondencia y por lo tanto, podemos afirmar que el
triangulo de Pascal es fractal.

Gracias al teorema de Lucas ya mencionado, para cada primo p se podria
hacer lo mismo mirando triangulos de Pascal moédulo p. Luego, usando los
desarrollos p-adicos de los numeros entre 0 y 1, se podria obtener que los
triangulos de Pascal modulo p son también fractales.

Waclaw Franciszek Sierpinski (14/3/1882 —21/10/1969) fue un matematico polaco, muy conocido
por sus notables aportes a la teoria de conjuntos, la teoria de numeros, la topologia y la teoria de
funciones. En teoria de conjuntos realizé importantes contribuciones para el axioma de eleccion
y la hipétesis del continuo. Estudi6 la teoria de la curva que describe un camino cerrado que
contiene todos los puntos interiores de un cuadrado. Public6 mas de 700 trabajos y 50 libros. Tres
conocidos fractales llevan su nombre: el tridngulo de Sierpinski, la alfombra de Sierpinski y la curva
de Sierpinski. También los ntimeros de Sierpinski en teoria de nimeros han sido nombrados asi en
su honor.

Blaise Pascal (19/6/1623 - 19/8/1662) fue un matematico, fisico y filésofo francés. Sus
contribuciones a la matematica y a la historia natural incluyen el disefio y construccion de
calculadoras mecanicas, aportes a la teoria de la probabilidad, investigaciones sobre los fluidos y
la aclaracion de conceptos tales como la presion y el vacio.

Entre sus descubrimientos e invenciones como cientifico destacan: el triangulo de Pascal, el principio
de Pascal, la pascalina. La unidad de presion "pascal" lleva su nombre en honor a sus contribuciones
en hidrodinamica, hidrostatica y sus experimentos de la presion y el vacio con un barémetro.5

Francois Edouard Anatole Lucas (4/03/1842 - 3/10/1891), conocido como Edouard Lucas, fue
un reconocido matematico francés. Trabajo en el Observatorio de Paris, y mas tarde fue profesor de
matematicas en la capital del Sena. Se le recuerda, sobre todo, por sus trabajos acerca de la sucesion
de Fibonacci, que €l denominé de esa manera, y por el test de primalidad que lleva su nombre, pero
también porque fue el inventor de algunos juegos recreativos matematicos muy conocidos, como el de
las Torres de Hanoi.
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ResuMeN. El presente articulo muestra un ejemplo de trabajo interdisciplinario entre
la matematica aplicada, la ecologia y la docencia. En el mismo se detalla el proceso de
construccién de un modelo poblacional para las morsas del Pacifico (Odobenus rosmarus), a
partir de su informacién biolégica y etolégica, con el agregado de los efectos del cambio
climético sobre su ambiente. Describimos paso a paso el razonamiento en cada etapa del
modelado, realizamos una simulacién del mismo con el software RStudio e interpretamos los
resultados. Consideramos que este trabajo puede servir para ejemplificar las herramientas
pedagobgicas que se requieren para la ensefianza de la matematica aplicada en relacién
a las problematicas ambientales del presente, permitiendo dar un sentido concreto a los
resultados teéricos de la matematica.

ABSsTRACT. This article provides an example of interdisciplinary work involving applied
mathematics, ecology, and education. It describes the process of developing a population
model for Pacific walruses (Odobenus rosmarus) based on biological and ethological data,
as well as the effects of climate change on their environment. We describe the reasoning
at each stage of the modeling step by step, then simulate it with the RStudio software and
interpret the results. We believe that this work can serve as an example of the pedagogical
tools required for the teaching of applied mathematics in relation to current environmental

problems, allowing theoretical mathematical results to be given concrete meaning.

Palabras clave: Biomatemaética, sistema de ecuaciones en diferencias, matematica aplicada,
simulacién.
Keywords: Biomathematics, difference equation system, applied mathematics, simulation.
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§1. Introducciéon

En la actualidad la solucién de problemas complejos exige el abordaje
interdisciplinario de los mismos, el cual cobra especial relevancia cuando se trata de
cuestiones ambientales. No basta con que se trabajen los problemas desde diversas
disciplinas como compartimentos, sino que éstas deben dialogar entre si y construir
las soluciones en forma conjunta.

Una de las teméticas que aborda la Matemaética Aplicada, en interaccién con
la Ecologia de Poblaciones, es el crecimiento poblacional de especies que se ven
afectadas por el cambio climatico, a fin de predecir estadios futuros, encontrar
posibles equilibrios dindmicos y aportar herramientas para el manejo de los
recursos naturales y el ambiente.

En este trabajo mostramos, a partir de un caso particular, como se puede llevar
adelante este proceso de didlogo e interaccion entre estas disciplinas para dar por
resultado un modelo matematico; finalmente justificamos las distintas decisiones
que se toman a la hora de su construccién y evaluamos los resultados de la
simulacién en términos del problema original.

La idea disparadora surgi6 de los doctores Fernando Cérdova-Lepe, Ricardo
Castro-Santis y Nelson Veldzquez-Soto y de lo trabajado en clase durante el
curso-taller que dictaron en mayo de 2019 en la Facultad de Ciencias Agrarias,
Universidad Nacional de Cuyo denominado: “Elementos de Ecologia y Matemdtica
para el modelamiento de sistemas biolégicos”. En el mismo, nos instaron a construir
un modelo que explicara el crecimiento poblacional de una especie de morsas
del estrecho de Bering, teniendo en cuenta sus ciclos migratorios y los efectos del
cambio climético en dicho ecosistema.

Para ello, partimos de un video documental de diez minutos, seleccionado por los
docentes, realizamos una revisién bibliogréfica de la especie y un estudio del ciclo
de vida, comportamiento alimenticio, reproductivo y migratorio de la poblacién.
Decidimos generar un modelo discreto que permitiera una interpretacién y
prediccién mds razonable de acuerdo a los modos de vida de esta especie. Nuestro
modelo refleja, por tanto, la influencia particular de cada fase del ciclo anual de
migracién de la especie sobre el tamafio poblacional al afio siguiente (afio k£ + 1
en funcién del afio k). A continuacién, mostramos el camino que seguimos para
construirlo.

§2. Informacién sobre la especie

La Morsa del Pacifico (Odobenus rosmarus) es una especie critica del ecosistema
beringio, tanto por su rol tréfico como por la dependencia que tienen de ella las
comunidades de Siberia, Alaska, el mar de Chukchi y el de Bering. Entender
los cambios en su distribucién, abundancia y ciclo de vida resulta urgente para
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entender las consecuencias que se empiezan a manifestar en la regiéon debido al
cambio climético (Krupnik y Ray, 2007).

Se trata de una especie migratoria que habita tipicamente la interfaz hielo-agua
del océano Artico. Junto con los avances y retrocesos de los hielos, las morsas
alternan estacionalmente entre el mar de Bering en invierno, al Sur del estrecho
del mismo nombre, y el mar de Chukchi en el verano, al Norte (Figura 1). Se
alimenta de la fauna benténica de las plataformas continentales. Los individuos
viven entre 30-40 afios, poseen un ciclo migratorio anual y su periodo de gestacion
dura aproximadamente 15 meses (Fay, 1982).

2.1. Situacidn historica

En invierno (de diciembre a marzo) la poblacién se encuentra en los bordes
helados del mar de Bering, la isla St. Lawrence, la bahia de Bristol (al suroeste de
Alaska) y las costas continentales del golfo de Anadyr (Fay, 1982). En esta estaciéon
se produce el apareamiento de forma panmictica, comportdndose como una tinica
poblacién (Garlich-Miller y cols., 2011; MacCracken, 2012).

Durante la primavera (de abril a junio), los hielos del mar se van derritiendo y
comienza la migracién hacia el Norte por el estrecho de Bering. Durante la misma,
tiene lugar el nacimiento de las nuevas crias, las cuales se mantienen junto a sus
madres durante al menos dos anos (Fay, 1982).

Las morsas se separan para pasar el verano (de junio a noviembre) en hordas
que pueden ir de cerca de una centena de individuos a varios miles. Mientras que
las hembras y juveniles viajan al Norte a través del estrecho de Bering utilizando
las plataformas de hielo que se van resquebrajando, los machos migran hacia las
costas continentales al Norte del estrecho: la peninsula de Chukotka (al oeste
del estrecho), Alaska o la isla de Wrangel; o bien permanecen en las costas al
Sur del mismo (Fay, 1982; Fay y cols., 1984). Las hembras y juveniles habitan
preferentemente los témpanos y hielos marinos de la plataforma continental, que
utilizan para descansar y salir a buscar alimento. Esta separaciéon durante el verano
asegura la maxima disponibilidad de alimento y el resguardo de las crias que se
ven afectadas por los amontonamientos en las playas (Fay, 1982; Krupnik y Ray,
2007).

Finalmente, hacia fines del verano y principios de otofio, mientras el mar se va
cubriendo de hielo nuevamente, comienzan las migraciones hacia el Sur de todos
los individuos. Debido a que no hay pariciones, esta migracién es mucho mas
rapida que la de primavera.

2.2. Situacién actual

En las dltimas décadas se han registrado modificaciones en las dindmicas de los
hielos del Artico debido al cambio climatico (Jay y cols., 2012). La cobertura de
hielo flotante durante el verano ha disminuido mds de un 20 % (Figura 2) y las
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Ficura 1. Distribucion de Morsa del Pacifico con marcadores
satelitales durante (a) periodo mayo-noviembre y (b) periodo
diciembre-abril. Se indican las locaciones donde se marcaron las

morsas p (estrellas) y cudntas brindaron datos de presencia en cada
estacion. Fuente: (Citta y cols., 2018)

proyecciones muestran que continuard disminuyendo en mds de un 50 % hacia
fines de este siglo (ACIA, 2004).

Con la disminucién del hielo flotante los patrones migratorios de las morsas y el
habitat disponible han cambiado. Es probable que juveniles y hembras empiecen a
ocupar cada vez més las costas continentales junto con los machos para descansar
y alimentarse durante el verano (Jay y cols., 2012). Esto lleva a un aumento de la
mortandad intraespecifica de todos los individuos; por un lado, por el incremento
de la competencia por alimentos y por otro, de juveniles especialmente, ya que son
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mads propensos a morir aplastados en los amontonamientos que se producen en las
costas. Estas hordas pueden llegar a tener entre algunos miles hasta varias decenas
de miles de individuos, muchas veces encimados unos a otros (MacCracken, 2012).

180° 160°W  140°W 120°W

St. Lawrence
sland

Ficura 2. Hébitat de la Morsa del Pacifico. Las lineas indican el
borde del hielo marino (promedio con limite de concentracién de
15 %, satélite AMSR-E), de 2003 a 2011 (ene-sep) y de 2003 a 2010
(oct-dic). Fuente:(Frey y cols., 2015).

§3. Consideraciones preliminares para el modelo

Asumimos un tiempo discreto, teniendo en cuenta el caracter anual del ciclo
migratorio, y consideramos cuatro etapas durante las cuales la poblacién de morsas
se mueve, en términos generales, como una unidad. Es decir, asumimos que toda
la poblacién de morsas se encuentra en una sola de las cuatro posiciones, segtin
la estacion del afio. En invierno: la estadia en el Sur, en primavera: la migracion
al Norte, en verano: la estadia en el Norte y en otofio, la migracién al Sur. Si
bien la duracién de cada etapa no coincide exactamente con la de las estaciones,
simplificamos el modelo en este sentido.

Para simbolizar el ciclo y la etapa consideramos un tiempo donde £ marca el
ciclo (afio). En invierno, el k£ es entero, en primavera se considera k + 0,25, en
verano, k + 0,5y en otofio, k£ 4 0, 75 y en el invierno siguiente k + 1, etc. En cada
k 4 1 el modelo computa el recuento de la abundancia poblacional en el intervalo
entre las etapas estacionales (Figura 3).
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Otofio Invierno Primavera Verano Otofio Invierno
(migracion (estadia en (migracion (estadia en (migracion (estadia en
al sur) el sur) al norte) el norte) al sur) el sur)

Ficura 3. Esquema de cada etapa en la vida de la morsa. Fuente:
Elaboracién propia.

En la etapa reproductiva (invierno) se produce un cambio estructural en
la poblacién debido al reclutamiento, ya que una fraccién del grupo juvenil
se incorpora a los adultos reproductivos (hembras o machos). La tasa de
reclutamiento se diferencia entre los sexos, teniendo en cuenta que los tiempos de
madurez son diferentes para machos (15 afios) y hembras (4-7 afios) (Fay, 1982).
Sipy qson las tasas a las que las crias recién nacidas alcanzan la madurez sexual
para machos y hembras adultos, respectivamente, las consideramos inversamente
proporcionales al ntimero de afios en que se demoran en hacerlo. Esta tasa también
debiera ser afectada por la proporcién de crias que nacen de uno y otro sexo. Segtin
lo que sugiere la bibliografia, lo asumimos 1 para cada uno (Udevitz y cols., 2013).

En la etapa de migracién al Norte (primavera) se verifican los nacimientos de la
poblacién, por lo que el cambio en la poblacién se verifica en la abundancia. Como
las morsas tienen un periodo de gestaciéon de aproximadamente un afio, con tres
meses de retraso (Fay, 1982), los nacimientos en el k-ésimo ano dependen de la
interaccién entre los machos y hembras del afio k£ — 1. Esta tiltima caracteristica le
confiere a nuestro modelo un retardo.

Durante la estadia en el Norte (verano) toda la poblacién sufre las consecuencias
del hacinamiento, para esto se opté por una curva de mortandad Holling tipo
III para los adultos. Como la mortandad en los juveniles es la més sensible, se le
asigna una curva Holling tipo II, que refleja un aumento més pronunciado a bajas
densidades poblacionales (Fernandez-Arhex y Corley, 2004).

Finalmente, durante la migracién al Sur (otofio) las hordas vuelven
adelantdndose al congelamiento de las aguas articas y se dirigen a las plataformas
continentales meridionales del estrecho. Esta migracién es mas rdpida y menos
accidentada debido a que no ocurren pariciones.

En cuanto al tamafio poblacional que soporta el ecosistema beringio, los estudios
sugieren que, en condiciones histéricas y sin el impacto de la pesca, los mares
de Chukchi y Bering soportan alrededor de 250000 — 300000 morsas, a pesar de
que no se conoce que estos datos histéricos correspondan con una capacidad de
carga real del sitio. No obstante, este nlimero ha disminuido desde 1980 y en 2006
se registraron un total de 129000 morsas (Speckman y cols., 2011; MacCracken,
2012). Con ello suponemos que, salvo por las restricciones ambientales debidas al
descongelamiento de los casquetes flotantes, la poblacién podria crecer mucho mas
por encontrarse a la mitad de valor histéricos registrados. La mayor competencia
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por el alimento, no se debe a la disminucién de éste en el mar, sino al solapamiento
de nichos de machos y hembras durante la temporada estival, lo cual afecta su tasa
de supervivencia.

§4. Construccién del modelo

La poblacién total de morsas (V) es igual a la suma de las poblaciones de machos
adultos (M), hembras adultas (H) e individuos juveniles sin distincién de sexo
(J),lo que nos da la primera ecuacién:

(4.1) N=M+H+J

Cada ano y cada comienzo de etapa (Figura 3) se colocan como subindice a los
valores poblacionales N, M, H y .J. Propusimos ecuaciones para el modelo discreto
en que la poblacién de M, H y J, para cada k de la Figura 3 depende de la fase
anterior. De atras hacia adelante, son las siguientes: Para el instante k + 1 (instante
en que se vuelve de la migracion al Sur), al no producirse aumentos poblacionales
durante este periodo, consideramos que la poblacién de esta etapa es simplemente
una proporcién de los individuos que comenzaron la migracién en el instante
k + 0,75, de manera que

(4.2) M1 = $oMjt0,75,
(4.3) Hiy 11 = soHpv0,75,
(4.4) i1 = Sodkt0,75,

donde s, es la tasa de supervivencia durante el otofio y toma valores entre 0 y 1.
Para simplificar y ante la falta de informacién al respecto, consideramos esta tasa
de supervivencia igual para las tres subpoblaciones.

Para el instante k + 0, 75 (previo al inicio de la migracién al Sur, pero posterior a
la estadia estival), consideramos que los individuos presentes en este momento
son aquellos que sobreviven al momento de alimentacién en otofio, durante el
cual existe una competencia intraespecifica importante, sobre todo considerando
el hacinamiento provocado por la ausencia de hielo flotante. Como bajo estas
condiciones, toda la poblacién veranea en el mismo hébitat en lugar de separarse
machos por un lado y hembras y juveniles por otro, debe modelarse considerando
todos los individuos de la poblacién, por lo que incorporamos la variable N a la
funcién correspondiente.

No usamos la misma funcién mortandad por hacinamiento durante el otofio
para adultos y juveniles, ya que la bibliografia sugiere que éstos tltimos se ven
mas afectados por el mismo. Para representar esto, utilizamos una curva Holling

N+a
(Ferndndez-Arhex y Corley, 2004). La primera curva implica un aumento escaso

tipo III para los adultos <N2N—+12> y una Holling tipo II para los juveniles ()
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a valores pequerios de N, y s6lo comienza a ser significativo cuando ésta es muy
grande; en cambio, la segunda muestra un crecimiento significativo incluso a
valores pequefios de N. Como en el modelo no representamos la mortandad sino
la sobrevida, la Holling elegida se resta de 1:

Nl? 0,5

45 M — (10 )

( ) k40,75 N,f+075 T2 k+0,5)
HI% 0,5

4.6 H =(1—- "% |.g

( ) k40,75 H]%+075+a2 k40,55
Nk+05

47 J —(1— 0 ) s

( ) k40,75 ( Nk+o,5+& k+0,5

Cabe aclarar que estas ecuaciones modelan la situacién actual, con cambio climético
(seccion 2.2). Al realizar las simulaciones del apartado 6, decidimos comparar
la situacién andloga, por lo que modificamos estas ecuaciones de manera que
se represente la escision de la poblacion que se verifica en la situacion histérica
(seccién 2.1). En ese caso, sustituimos N por M en la ecuacion (4.5) y por H + J
en la ecuacion (4.6) y (4.7).

Para el instante k£ + 0,5 (momento de llegada luego de la migracion al Norte)
ocurre algo similar que para k£ + 1, donde observamos una tasa de supervivencia de
los individuos en el periodo de migracién. Pero, ademads, este momento registra los
nacimientos de nuevos individuos, que se incorporan a la subpoblacién de juveniles.
Estos se agregan en la ecuacion (4.10) y se consideran como proporcionales a los
encuentros entre machos y hembras adultos del afio previo (durante el cual se
produjeron los apareamientos). Este término que introducimos, le incorpora al
modelo un retardo de grado 1.

(4.8) Mit05 = $pMj10,25,
(4-9) Hk+0,5 = SPHk+0,257
(4.10) Jit05 = SpJrto.25 + OMy_1 Hy—y.

Donde sp es la tasa de supervivencia durante primavera y toma valores entre 0 y 1.
Debido a las pariciones, esta migracién es mas lenta que la anterior, por lo que sp
se considera menor a sg. Por su parte, b es la tasa de encuentros exitosos entre M y
H que producen descendencia viable.

Para el instante k£ + 0,25 (previo a la migracién al Norte, pero luego de la
estadia invernal en el Sur), consideramos nuevamente una tasa de supervivencia
uniforme para las tres subpoblaciones. Ademas, se debe considerar el proceso
de reclutamiento. Para ello, consideramos que cada subpoblacién de adultos
incrementa su niimero en proporcién a los juveniles que llegaron al Sur vivos
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teniendo en cuenta los distintos afios de maduracién para hembras y machos (en
la seccién 3 explicamos los pardmetros p y ¢). Este traspaso es cerrado, por lo que
los individuos que ingresan a M y H son los mismos que salen de J.

(4.11) Mio0,25 = st My + pJi,
(4.12) Hito95 = srHy, + qJy,
(4.13) Jir025 = Srde — (0 + q) k.

Reemplazando sucesivamente las ecuaciones de (4.5) a (4.13) en (4.2), (43) y
(4.4) obtenemos un modelo unificado como sigue.

Primero, reemplazamos (4.11) en (4.8), luego (4.12) en (4.9) y finalmente (4.13)
en (4.10):

(414) Mk+075 = SpS[Mk + Spka,
(415) Hk+075 = SpS]Hk + Squk,
(416) Jk+075 = SpS[Jk; — Sp(p + C])Jk + ka—lHk—l-

Luego, reemplazamos (4.14) en (4.5), ademas (4.15) en (4.6) y por ultimo, (4.16)
en (4.7):

(417) Mk+0 75 — So 1— h (SPS]Mk + Sppjk),
’ N13+075 + a?
B N13+0,5
(418) Hk+0’75 = So 1— 3 5 (SPS]Mk + Squk),
Nk+o,5 a
Niyos
(4.19) Jer075 = So | 1 — ———— ) (spsrJx + sp(p+ q) i + bMj_1).
Nitos +a

En estas ecuaciones encontramos la variable N5, pero necesitamos que todo
dependa de instantes donde % es entero, para unificar los modelos. Segin la
ecuacién (4.1), podemos escribir que

(4.20) Nitos = Myyos + Myros + Jito5-

Por lo tanto, si reemplazamos (4.14), (4.15) y (4.16) en la ecuacién (4.20) nos
queda que:

Nk+0,5 = spsy M + SPka + spsrHy, + Squk + spsiJy +bM_1Hp_1 — Sp(p + q)Jk
Operando, resulta:
(4.21) Nivos = spsp(My + Hy, + Ji) + bMy_1Hp—1 = X

A esta variable le llamaremos X}, para distinguirla del valor NV, = M, + Hj, + Jj.
Por lo tanto, reemplazando finalmente (4.17) en (4.2), (4.18) en (4.3) y (4.19) en
(4.4),y teniendo en cuenta (4.21); obtenemos el modelo final con un sistema de
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ecuaciones en diferencias con retardo:

(4.22)

( if;?
M., = (] _ ?) (SOSPSIiWk + SOSpka:)’
H = 1-— —’3 ( H, + J| )
SoSpS SoSpqJ),
J, = 1-— b ( Ji + sobMy_1H - ( + )J)
SoSpS So _ _ S08 ,
\k+1 X, PS1Jk k—141k—1 PP T q)Jg

donde Xk = SpS[(Mk + Hk + Jk) + ka—lHk—l-

§5. Simulaciéon

A partir del modelo que obtuvimos dado por (4.22), realizamos una simulacién
en RStudio (RStudio-Team, 2022), interfaz gréfica que trabaja sobre R (R-CoreTeam,

2022)

. Asignamos valores estimados a los pardmetros, segtin diversos criterios,

siguiendo las caracteristicas y comportamiento de la especie, ya que no disponemos

de datos diacrénicos reales de poblacién para ajustarlos. Se fijaron como sigue:

La semilla del modelo (valores poblacionales iniciales para comenzar la
iteracién) se fij6 en 55000 para M y H, y en 20000 para J, debido a que, segtin
la bibliografia, la poblacién en 2006 se encontraba en aproximadamente
130000 individuos.

Los pardmetros s,, sp y s; se fijaron en valores muy cercanos a 1: s, = 0,98,
sp=0,963y s; = 0,973. El modelo resulta extremadamente sensible a estos
parametros.

El pardmetro a se fij6 en 1500000 para la situacién sin cambio climatico y en
2000000. Estos valores se establecieron arbitrariamente para la simulacion.
No fue posible establecer relacién entre este pardmetro del modelo y alguno
poblacional, como no sea un multiplo de la capacidad de carga del ambiente.
EL pardmetro b es el mas dificil de estimar, debido a que no se encontré
informacién al respecto. Tras probar la dindmica del modelo ante variaciones
del mismo se fij6 en 1roa0-

Los parametros py ¢ son % y %. La tasa p se construye con el producto entre
+ (lainversa de los afios que demora en madurar un juvenil macho) y 0,5
(ya que asumimos que la mitad de juveniles que nacen son machos). De
manera andloga se construye ¢ como el producto entre 0, 25 y0, 5.

Para comparar el modelo propuesto con la situacion pre cambio
climatico, realizamos una modificaciéon a las ecuaciones (4.5), (4.6) y
(4.7) representando la separacién de machos y hembras+juveniles, con
lo cual los impactos de hacinamiento en la poblacién se vieron reducidos
considerablemente. Asi, en la situacion sin cambio climético el coeficiente
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que afecta a la poblacién en (4.5) depende sélo de M5, y las de (4.6) y
(47) de Hk+075 y Jk+075.

Simulamos dos situaciones con dos escalas temporales. Por un lado, el
comportamiento de la poblacién con y sin cambio climatico a corto plazo (50 afios)
y, por el otro, las mismas poblaciones a largo plazo (500 afios), a fin de entender el
punto de estabilizacién que predice el modelo para un ¢ lo suficientemente grande
(Figura 4).

Crecimiento poblacional a corto plazo Crecimiento poblacional a largo plazo

Con cambio climatico Con cambio climatico

300000 - 200000-

250000 - 150000 -

200000 - 100000 -

50000 - \,
0-

50000~

Sin cambio climatico 8in cambio climatico

ey

00000 - 200000 -

150000 -

Cantidad de individuos
Cantidad de individuos

250000 -

100000 -

50000~ e

200000 -

150000 -

10 20 30 40 50 0 100 200 300 400 500
Afios Afios

o

Ficura 4. Simulacién para los primeros 50 afios de la poblaciéon
completa (a) y para los primeros 500 afios de la poblacién segtin clase
etaria (b). Referencias: negro=total morsas, azul=machos adultos,
amarillo=hembras adultas, verde=juveniles. Fuente: Elaboracién
propia en base a simulacién.

Segun los resultados de las simulaciones, observamos que el modelo predice
un comportamiento parecido para ambas situaciones durante los primeros 50
afos. Si consideramos que al afio 2006 le corresponde un k£ = 0, entonces el afio
2020 equivale a k£ = 14. Para ese afio, el modelo con cambio climético predice unos
240000 individuos, lo que se condice con la tltima estimacién realizada que reporta
unos 283000 individuos (Beatty y cols., 2022). Sin embargo, a largo plazo el modelo
predice que la poblacién de morsas comenzaré a disminuir hasta la extincién. En
el escenario sin cambio climatico, la poblacién se estabilizaria en alrededor de
437000 individuos. Valor razonable, considerando los mayores valores estimados
en la bibliografia. En la siguiente tabla se presentan los valores finales para 500
iteraciones del modelo.

Por otra parte, la estructura poblacional que el modelo muestra para la poblacién
también se condice con lo encontrado en la bibliografia (Beatty y cols., 2022). El
modelo muestra que la poblacién se compone de aproximadamente un 50 % de
juveniles y del doble de hembras que de machos.

Segun estos resultados podemos decir que el modelo muestra resultados
razonables respecto de lo que se encuentra en la bibliografia en cuanto a poblacién
actual, la poblacién en capacidad de carga y la estructura etaria de la misma. Cabe
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Sin cambio climatico Con cambio climético

Machos 78934 350
Hembras 145626 1314
Juveniles 212053 56
Total 436613 1721

Cuapro 1. Tamafos poblacionales finales simulados para £ = 500
anos.

aclarar que el escenario con cambio climatico solo modela la modificacién en el
comportamiento migratorio de la morsa durante el verano y cémo esto afecta a la
competencia intraespecifica por espacio y alimento de esta especie. No considera
otros factores como la pesca o las futuras modificaciones del clima que pudieran
afectar a las poblaciones de las cuales se alimenta la morsa o a su propia capacidad
reproductiva, por lo que es necesario suponerlas constantes para poder interpretar
los resultados del mismo. Esta limitacién forma parte de los recortes de la realidad
de la especie, que es necesario hacer para modelar los aspectos considerados mas
relevantes.

§6. Conclusiones

Tras el ejercicio propuesto por los profesores, realizamos la construccion tedrica
de un modelo matematico para una poblacién de morsas afectadas por el cambio
climatico. Al haber construido el modelo desde cero, el mismo es inédito. En este
caso, se trata de un modelo discreto que predice la evolucién de la poblacién de
un afio para otro, teniendo en cuenta su estructura etaria y su ciclo migratorio
estacional.

Las simulaciones muestran resultados coherentes, en tanto que representan
los contrastes con y sin cambio climatico y la tendencia actual que observan los
investigadores. De continuar la situacién actual, el modelo predice una disminucién
poblacional de morsas y su posterior extincién a largo plazo. El proceso de
ajuste de pardmetros teniendo en cuenta datos reales y el andlisis de puntos de
equilibrio y estabilidad del modelo exceden los objetivos de este trabajo, pero
quedan pendientes para futuras investigaciones.

El modelo obtenido presenta gran complejidad ya que seria necesario realizar
un seguimiento muy riguroso de la poblacién durante cierto tiempo a fin de que la
estimacion de los parametros presentes fuera exacta. Hecha esta salvedad, se trata
de mediciones y estimaciones sencillas de realizar a campo.

Si bien se trata de un modelo tedrico, sin contraste con datos reales, queriamos
presentar los resultados para comunicar las lineas de trabajo en las que
incursionamos. Asimismo, consideramos que constituye un ejemplo valioso para
el proceso de enseflanza-aprendizaje de la matemadtica aplicada, que ilustra el
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procedimiento que debe realizarse para la construcciéon interdisciplinaria de
modelos matematicos a partir de informacién biolégica.
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RAICES DE LAS FUNCIONES SENO Y COSENO

Eduardo Degiorgio, Guillermo Farias

ResuMEN. El objetivo de este trabajo es obtener una férmula general para hallar las raices
de funciones como

f(x) = ksen(a(z — c)) + b, g(z) = kcos(a(x — c)) + b,

para diferentes valores de a, b, c y k. Para ello se comienza hallando, para cada una de las
funciones, una raiz zr y la abscisa z s de un punto maximo adyacente a . A partir de la
distancia entre estos dos valores y del periodo de la funcién se determinan todas las demés
raices.

ABSTRACT. The aim of this work is to obtain a general formula for the roots of functions of
the type

f(z) = ksin(a(z — ¢)) + b, g(z) = kcos(a(z —¢)) + b,
for differents values of a, b, c and k. We start finding, for each one of the given functions, a
root x r and the abscise s of a maximum point which is adjacent of z r. From the distance
between these two values and the period of the function, all the other roots are determined.

Introduccion

Hallar las raices de una funcién H es uno de los problemas mds antiguos de
la Matemética, y significa encontrar los valores de z para los que H(z) = 0.
Graficamente, equivale a determinar la abscisa de cada punto de interseccién de
la gréfica de H con el eje y = 0.

La importancia de encontrar las raices de una funcién se debe a que estas
aparecen con mucha frecuencia en la resoluciéon de problemas pertenecientes a
diversas ramas de la Matemadtica, como el célculo, el algebra o las ecuaciones
diferenciales, entre otras.

Siempre que se pueda, resulta tutil contar con una férmula que permita
obtener explicitamente todas las raices de una funcién. Por férmula explicita se
entiende a toda aquella que permita calcular las raices de la funcion a partir

Palabras clave: Raices de una funcién, seno, coseno.
Keywords: Roots of a function, sine, cosine.
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de expresiones que involucren solamente a los coeficientes y/o pardmetros de
la funcién. Este es el caso de la resolvente para funciones cuadraticas donde, a
partir de la funcion inversa de h: Rf — R{ definida como h(z) = 27, se pueden
determinar explicitamente las raices reales de cualquier otra funcién cuadratica.
Mas precisamente, si H(z) = ax? 4+ bx + ¢ (con a # 0) tiene raices reales, estan
dadas por

—b+ h71(b? — 4ac)
r = % .

Dado el éxito conseguido con la funcién cuadrética, es natural preguntarse si
algo similar ocurre con funciones polinomiales de grado mayor que 2. De manera
mads formal, es natural plantearse si siempre es posible calcular las raices de
funciones polinomiales mediante radicales, es decir, con férmulas en las que se
utilizan solamente los coeficientes de los polinomios junto a las operaciones de
suma, resta, producto y division, y las inversas de las funciones p(z) = 2" para
n=23,...

Para el caso de raices reales de polinomios ctibicos hay una respuesta afirmativa
y fue proporcionada por Cardano quien, mediante hdbiles manipulaciones
algebraicas, consigue reducir el caso ctibico al cuadratico (no obstante, no toda
raiz real de una funcién ctibica se obtiene con la férmula de Cardano, lo que llev6
a Cardano a formularse una pregunta muy interesante para la época: ;cuantas
raices tiene una ecuacién ctibica?). Adaptando las técnicas de Cardano, su alumno
Ferrari consigue una férmula para determinar raices de polinomios de grado 4,
reduciendo el problema a encontrar raices de un polinomio de grado 3.

Sin embargo, no es posible seguir con esta idea para polinomios de grado 5
o mas. Mas precisamente, Ruffini, y posteriormente Abel, establecen que no es
posible hallar una férmula para las raices de una ecuacién polinémica general
de grado mayor o igual que 5, mediante una cantidad finita de sumas, restas,
multiplicaciones, divisiones y raices de los coeficientes (una descripcién detallada
sobre el desarrollo de la teoria de ecuaciones polinémicas puede verse en (Tignol,
2016)). Asi, por ejemplo, las inversas de p(z) = 2" (n = 2,3,...) junto a las
operaciones de suma, resta, producto y divisién, no son suficientes para dar una
férmula en términos de los coeficientes para todas las raices de un polinomio
general de grado 5.

El objetivo de este trabajo es probar que es posible hallar una férmula para una
familia de funciones que se obtiene al modificar

F(t) = sen(t) y G(t) = cos(t).

Concretamente, obtendremos una férmula general para determinar todas las
raices de funciones de la forma

(1) f(x) =ksen(a(x —c))+b vy  g(x)=kcos(a(r —c)) + b,
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para diferentes valores de a, b, ¢ y k (siendo a y k distintos de cero), en términos
de las funciones inversas de F'y G, respectivamente.

Recordemos que la funcién F'(t) = sen(t) representa la variacién de la ordenada
de un punto () situado en el circulo unitario centrado en el origen de coordenadas,
en funcién de su dngulo ¢ medido en radianes (ver Figura 1). Por otra parte, la
funcién G(t) = cos(t) representa la variacién de la abscisa del punto en funcién
de su dngulo ¢.

sen(t) |-

cos(t) 1

Ficura 1. Angulo ¢ determinado por un punto Q; sen(t) y cos(t).

De la definicién de F'y G se deducen algunas propiedades muy conocidas que
nos resultara ttil recordar aqui:

Si el punto @) parte de la posicién ¢ = 0, entonces ) dard una “vuelta
completa” en sentido antihorario cuando ¢ sea 27. Es decir, en ese momento
vuelve a su posicién inicial, por lo que F(0) = F(2r) y G(0) = G(27)
y, asi, los valores comenzaran a repetirse de forma periédica a medida
que () recorra el circulo, sin importar cudntas vueltas haya dado. En otras
palabras, ambas funciones tienen periodo 2m: F(x + 27mn) = F(27) y
G(x + 2mn) = G(27) para todo entero n.

Antes que comience la segunda vuelta, la ordenada de ) habrd tomado
dos veces el valor cero: cuando ¢t = 0 y cuando ¢t = «. Estos valores son las
tnicas dos raices de F' en [0, 27), y podremos obtener todas las raices de F'
sumando mdltiplos enteros del periodo a cada una de ellas.
Similarmente, la abscisa de () vale cero dos veces antes de comenzar la
segunda vuelta: cuando ¢ = I y cuando ¢ = %. Como antes, obtendremos
todas las raices de G sumando a estos valores multiplos enteros del periodo
2m.

La imagen de ambas funciones es, claramente, el intervalo [—1, 1].

El hecho de ser periddicas hace que no sean inyectivas si consideramos a
todos los reales como su dominio. Sin embargo, si lo serdn si restringimos
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adecuadamente el dominio de cada una. Precisamente, un punto () sobre el circulo
unitario recorre todas alturas diferentes cuando su dngulo pertenece al intervalo
[—%, %], mientras que las abscisas no se repiten si el dngulo va desde 0 a 7.
Asf, con el fin de que resulten biyectivas y disponer de sus funciones inversas,

consideramos F': [-5, 7] = [-1,1]y G: [0,7] — [-1,1].

Las funcién inversa de F' se denomina arcoseno y se denota como arcsen, por

lo que su dominio es el intervalo [—1, 1] y su imagen es [—7, 7]. Similarmente, la
funcién inversa de G se llama arcocoseno y se indica como arc cos, su dominio es el

intervalo [—1, 1] y su imagen es [0, 7].

T/2 | B

y =larcsen(t cos(t)

Volviendo a las funciones f y g dadas en (1), cada uno de los pardmetros
involucrados produce un efecto sobre la gréfica de las funciones F'y G:

a modifica el periodo, el cual es P = %,
b produce un desplazamiento vertical,
¢ produce un desplazamiento horizontal,

k modifica la amplitud.

En la Figura 2 se puede ver la gréfica de f para los valoresa = 2,b = 3,¢c = 1
y k= 4.

Como el objetivo es hallar raices de f y g, lo primero que debemos hacer es
asegurarnos de que existan. Para ello se deben analizar los valores posibles de los
pardmetros a, b, cy k. Notar que a y cno influyen en el hecho de que estas funciones
tengan o no raices, ya que modifican sus gréficas solo en sentido horizontal: a
dilata o contrae en dicho sentido segtn si su valor absoluto es menor o mayor
que 1, mientras que c desplaza hacia izquierda o derecha. Quienes si resultan
determinantes para la existencia de raices son los pardmetros by k.

El teorema de Bolzano del valor intermedio establece que si una funcién
continua toma en los extremos de un intervalo [u,v]| valores de signo opuesto,
entonces la funcién admite, al menos, una raiz en dicho intervalo. Asi, sabiendo
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(=}

=~

{4

™
n T2

Figura 2. Gréfica de f(z) = 4sen(2(z — 1)) + 3.

que estamos trabajando con funciones continuas, para que f tenga raices debe
ocurrir que su maximo sea mayor o igual que cero y que su minimo sea
menor o igual que cero. En otras palabras, no queremos que la grafica quede
completamente por arriba del eje horizontal, ni tampoco completamente por
abajo, para que existan raices. Esto se consigue con la relacién

b < |,

es decir, —|k| < b < |k|. Esta desigualdad se deduce del hecho que, si £ > 0,
entonces
—k+b<ksen(a(r—c))+b<k+Db,

mientras que
—k+b>ksen(a(x —¢))+b>k+b

cuando k£ < 0. Asi, en cualquiera de los casos, el maximo es M = |k| + by el
minimo es m = —|k| + b, porque la funcién seno toman valores entre —1 y 1. Lo
mismo vale para g. Queremos M > 0y m < 0, lo cual equivale a —|k| < b < |k|.
Asi, el teorema del valor intermedio garantiza la existencia de raices.

Cuando no hay desplazamiento vertical, es decir, cuando b = 0, es suficiente
con hallar una sola raiz, y las demads se determinan facilmente a partir de ella
y el periodo P, sumando multiplos enteros de £ (esto es, T conn € Z). El
problema surge cuando b # 0 ya que esto no funciona debido a que, al desplazar
verticalmente la grafica, la distancia entre dos raices consecutivas deja de ser igual
a £.Sin embargo, lo que no modifica b es el hecho de que dentro de cada intervalo
de longitud menor estricta que P hay, a lo sumo, dos raices. Asf, si encontramos
dos raices zp y 2}, que disten menos que P, por la periodicidad de las funciones
consideradas, basta con trasladar cada una de ellas para obtener todas las demas

raices.
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En este trabajo proponemos calcular, primero, una raiz rp de la funcién
utilizando la respectiva funcién inversa. Luego, hallamos la abscisa x); de un
punto méximo adyacente a xp. A partir de la distancia entre estos dos valores, se
obtiene otra raiz x}, que resulta “vecina” a z, en el sentido que distan, a los sumo,
L. Trasladando cada una de ellas mediante multiplos enteros de P, obtenemos una
férmula para todas las raices de las funciones f y g, en términos de los coeficientes
y las funciones inversas de F'y GG, respectivamente.

El método

Analicemos primero el caso de f. Para hallar una raiz de la funcién f
simplemente planteamos la ecuacién

ksen(a(z —c)) +b=0,

la cual equivale a

sen(a(z — ¢)) % = 0.
Asi, las raices de f coinciden con las de f, siendo f(z) = sen(a(z — ¢)) + b oAl

resolver cualquiera de estas ecuaciones obtenemos

arc sen (—%)

TR =C+
a

Notar que la relacién entre b y k implica que el niimero z estd bien definido.

Como mencionamos en la Introduccién, para el caso b # 0, no es posible obtener
el resto de las raices de f sumando multiplos enteros de L. Para solucionar esto,
proponemos comenzar hallando la abscisa de un punto maximo de f adyacente
a zp. Para ello recordamos que el méximo de f es M =1 + %,y planteamos

b b
. 2142
sen(a(r —¢)) + ’ + ?

Sabiendo que arcsen(1) = 7/2, despejamos z para obtener
i ™
Ty =c+ —.
M 2a
Para nuestro objetivo vamos a considerar la distancia d entre la raiz z y x.
Supongamos, primero, que a > 0. Entonces x); > g, por lo que

arc sen (—%) ™ arc sen (—9)

T
d = B G . 7/ G V4t
C+2a ¢ a 2a a

La idea del método para hallar todas las raices es:

(i) Notar que la raiz “siguiente” a z (a la derecha de xp) estd a distancia d del
valor que denotamos con z,,. En otras palabras, para llegar a dicha raiz hay
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que “avanzar” una distancia igual a 2d desde x . Asi, tenemos que

T — arcsen (—%)

Th =Tr+2d= c+

a

(ii) Puesto que d < %, las demas raices se obtienen sumando multiplos enteros
del periodo P (es decir, nP con n € Z) a estas dos raices zr y x5

Finalmente, notar que si a < 0 lo tinico que pasa es que el valor z,; queda a la
izquierda de xp (ver Figura 3). Asi, la raiz “vecina” se obtiene restando de x el
doble de la distancia entre zr y x); (que ahora es —d, siendo d el valor definido
anteriormente), obteniendo el mismo valor para =}, pero ahora con z}, < zp.

Ficura 3. Caso a < 0.

Por ultimo, para lograr una férmula més simple para las raices, usaremos el
siguiente hecho que nos permitira reescribir lo obtenido.

s Si n es un entero arbitrario, entonces

np = 2 _ 21t
| a
siendo ¢/ = =£n segun el signo de a. Es decir, multiplos enteros de P

equivalen a multiplos enteros de 2*. Esto nos permite eliminar el valor
absoluto de a y operar. Asf,
arc sen (—%) + 2wl

Tr+nP =c+ )
a

T — arcsen (—%) + 27l

rh+nP =c+ "

Asti, concluimos que:
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Todas las raices de la funcién f(z) = ksen(a(z — ¢)) + b, donde a y k son
distintos de cero y —|k| < b < |k|, se obtienen como:

arc sen (—%) + 27l

Rg:C—F
a
20 + 1) — arcsen (—2
RZ:c—}—( ) - ( k>,

con/t € 7.

Pasemos ahora al caso de g. La idea central es la misma, solamente cambian
algunos valores. Aqui tenemos que

arc cos (—%)
Tp=C+ —=, Ty =c,
a

donde hemos usado que arc cos(1) = 0 para determinar la abscisa ), de un punto
méximo de j(z) = cos(a(z —c))+2, adyacente a zy (menor o mayor que =, segin
el signo de a).

Sia > 0, la distancia entre zp y z)/ es

o arc cos (—%)

Y

a
ya que z ), es menor que x . Asi, la otra raiz se obtiene restando de x ; el doble de
esta distancia: ,
arc cos (—¢
X7 :xR—Qd:c——( k)
R a
Sia < 0, entonces x); es mayor que g, por lo que la otra raiz se obtiene sumando

a zp el doble de la distancia entre xy y x); que, ahora, es —d, llegando al mismo

P

valor para r};. Nuevamente tenemos que d < 3, por lo que las demads raices se

obtienen sumando multiplos enteros de P a zr y z5.

Para obtener una férmula final méas simple para las raices recordamos que, como
vimos antes, multiplos enteros de P equivalen a multiplos enteros de 2%, por lo
que podemos concluir que:

Todas las raices de la funcién g(z) = kcos(a(z — ¢)) + b, donde a y k son
distintos de cero y —|k| < b < |k|, se obtienen como:

arc cos (—%) + 27l

a

REZC—F

R —c+ 27wl — arc cos (—%) |

a

con/t € Z.
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Haciendo clic en los siguientes c6digos QR, o escaneando los mismos, se
pueden observar los resultados de las férmulas obtenidas para las raices de f y g,
respectivamente, de forma grafica y numérica mediante GeoGebra para diferentes
valores de los parametros:

e

[=]3x
Para finalizar, presentamos casos particulares de los parametros b y k que
permiten calcular facilmente los valores de arcsen (—2) y arccos (—2), para

obtener expresiones explicitas para las raices de las funciones correspondientes.
Mas precisamente, consideremos primero el caso b = &, es decir,

f(z) = ksen(a(xr —c)) +k y g(x) = kcos(a(x — ¢)) + k,

con a 'y k no nulos. En este caso, puesto que arcsen (—2) = —2 y arccos (—2) =,

de la férmula obtenida se puede concluir que todas las raices de f estdn dadas por
7 40 -1
Rf = C _I_ u’
2a
mientras que todas las raices de g son

- 20 +1
Rgzc—ir—?r( +1)

)

a

para { € Z en ambos casos.

— by _ m by _
A su vez, cuando b = —k tenemos que arcsen (—2) = I y arccos (—2) = 0, por
lo que las raices de

f(x) = ksen(a(z — ¢)) — k y g(x) = kcos(a(x — ¢)) — k,
para a y k distintos de cero, son

i (40 + 1) i 2_7T€
RZ—C—’__QCL Y R(—C+ CL’

cont € Z.
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