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Resumen

Mostramos los resultados de una investigacion sobre la inclusiéon de métodos numéricos para obtener la ley
de movimiento correspondiente a fuerzas no constantes en un curso de mecdnica elemental de nivel universi-
tario. Analizamos los resultados obtenidos al proponer a los estudiantes la implementacién del método de Eu-
ler para obtener la dependencia temporal de la posicion, velocidad y aceleracién de un objeto sometido a la
atraccién gravitatoria y a una fuerza de roce proporcional a la velocidad
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Abstract

We show the results of a research concerning the inclusion of numerical methods to obtain the motion laws
corresponding to non-constant forces in a basic level university course of mechanics. We analyse the results
obtained by proposing to the students the implementation of the Euler method to obtain the time dependence
of the position, velocity and acceleration for an object acted by the gravity attraction and a drag force propor-
tional to the velocity.
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L. INTRODUCCION

u

La enseﬂana de la mecdnica cldsica en carreras de ingenieria, generalmerte, comienza con la cinemética
del movimiento de una particula, para luego continuar con las leyes de Newton, donde las fuerzas son
causas del movimiento.Los problemas que usualmente se plantean, tanto en las actividadesde aula, como
en la mayoria de los libros de texto, se centran en movimientos uniformes o uniformemente acelerados.

Un ejemplo es la “caida libre” de cuerpos donde se asume que la tnica fuerza actuante es la interac-
cién gravitatoria constante cerca de la superficie de la Tierra, y se desprecia la fuerza de rozamiento vis-
coso con el aire. En la mayorfa de estos ejemplos se patte de modelos abstractos y en ocasiones lejanos a
la realidad y comprension de los estudiantes, considerando solo las fuerzas constantes en el tiem-
po.Abordar desde la dindmica situaciones con interac€iones variables, se posterga para cursos de Fisica
posteriores en los que los estudiantes ya conocen la reselucion de ecuaciones diferenciales.

El énfasis puesto en las fuerzas constantes deja fuera la descripcion de movimientos mds realistas.
Hemos encontrado durante nuestra tarea docente que algunos estudiantes utilizan,erréneamente,las ecua-
ciones de movimiento uniformemente acelerado al resolver situaciones en las que actiian fuerzas no cons-
tantes.

Un aspecto muy importante de la mecdnica cldsica es reconocer que la posicién y la velocidad de un
cuerpo para un instante dado, quedan determinadas a partir de la posicién y de la velocidad en otro tiempo
y de las fuerzas que actian sobre el mismo en ese intervalo de tiempo.La presentacion usual de los cursos
de mecdnica elemental no permite enfatizar este determinismo, que ademds tuvo gran influencia en el
desarrollo de la ciencia (Laura, 2004).En este sentido se recomienda insistir durante el trabajo en el aula
en que los movimientos quedan determinados por la caracteristica de la fuerza resultante y por las condi-
ciones iniciales (posicion y velocidad de la particula en un instante determinado) (Cassan y Massa, 2014).
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El calculo numérico, aplicado a resolver las ecuaciones del movimiento de la mecdnica, hace explicito
este determinismo y, ademas, brinda una herramienta poderosa para obtener las leyes de movimiento con
fuerzas variables, y es hoy de uso comin en los cursos avanzados de mecdnica (Bedford y Fowler, 1996).
Cabe plantearsesi serd posible introducir el uso del cdlculo numérico en un curso de mecdnica elemental.

Richard Feynman, en sus Lectures on Physics, presenta el cdlculo numérico de la ley de movimiento
de un planeta alrededor del sol (Feynman y otros, 1963). En este caso, la estabilidad del cdlculo numérico
requiere usar una aproximacion de segundo orden (leapfrog method), lo que no es sencillo de implemen-
tar en un curso de mecénica elemental. Mds recientemente, se ha planteado la posibilidad, como una pro-
puesta didéctica, de usar en un curso de mecédnica elemental el método de Euler para el cdlculo numérico
con una planilla de célculo, pero sin evaluar los resultados que se obtiene con los estudiantes (Buzzo
Garrao, 2007).

Este trabajo se centra en una investigacion basada en los lineamientos de la ingenieria did4ctica, reali-
zada a partir de una experiencia dulica para abordar desde la dindmica el estudio de movimiento de cuer-
pos donde intervienen fuerzas variables, con la aplicacién de metodologias de cdlculo numérico.

II. REFERENCIALES TEORICOS

En la elaboracién de la propuesta presentada a los estudiantes como asi también en el andlisis de sus ac-
tuaciones se aplicé la metodologia de investigacién de la ingenieria didactica. Esta forma de trabajo en el
campo de la didictica, proveniente de la escuela francesa de didactica de las matemadticas, esunametodo-
logia de corte cualitativo en la que se realiza

...una forma de trabajo diddctico equiparable con el trabajo del ingeniero quien, para realizar un proyecto
determinado, se basa en los conocimientos cientificos de su dominio y acepta someterse a un control de tipo
cientifico. Sin embargo, al mismo tiempo, se encuentra obligado a trabajar con objetos mucho mds complejos
que los objetos depurados de la ciencia y, por lo tanto, tiene que abordar prdcticamente, con todos los me-
dios disponibles, problemas con los que la ciencia no quiere o no puede hacerse cargo.(Artigue, 1989; Ar-

tigue y otros, 1995)

Esta metodologia estd integrada por cuatro fases o etapas que permiten su sistematizacion:

Andlisis preliminar: en donde se profundiza en el andlisis de la ensefianza tradicional y de sus efectos,
de las concepciones y dificultades de los estudiantes y de los obsticulos que determinan su evolucidn,y se
definenlos objetivos.

Concepcion y andlisis a priori de situaciones diddcticas:se consideran las variables didacticas, las po-
sibilidades de aprendizaje a partir de los conocimientos,aptitudes y habilidades que supuestamente poseen
los estudiantes,los medios o las herramientas a incorporar. Aqui se disefia la propuesta didactica.

Realizacion diddctica:es la fase en la que se aplica la estrategia didéctica y se recogen los datos o re-
gistros que se evaluardn para la investigacion en curso.

Andlisis a posteriori 'y evaluacion: se analiza el contenido de los registros recolectados: estrategias uti-
lizadas, justificaciones, reflexiones, argumentaciones, inconsistencias.Por tltimo y principalmente cuando
se aplica como metodologia de investigacidn, este andlisis se debe confrontar con lo considerado durante
el andlisis a priori, siendo esta validacién de caracter interno.

IIL. DISENO DE LA INVESTIGACION

Este disefio fue elaborado para ser aplicado en un curso de mecdanica elemental (Fisica I) correspondiente
al segundo semestre de las carreras de ingenieria de la Facultad de Ciencias Exactas, Ingenieria y Agri-
mensura (FCEIA) de la Universidad Nacional de Rosario. Consiste en el planteo de una situacién pro-
blemética en la que un cuerpo se deja caer en un medio viscoso, solicitando analizar su movimiento a
partir de consideraciones dindmicas con la aplicacién de métodos numéricos y utilizando una planilla de
célculo.

A. Analisis preliminar

Cualquier modelizacién de un problema de mecdnica convierte a la segunda ley de Newton en ecuaciones
de movimiento, que son ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden en las coordenadas genera-
lizadas del sistema, cuya solucién es la ley de movimiento del sistema. En el caso especial en que el cuer-
po estd sometido a fuerzas constantes en el tiempo, la aceleracion es también constante, y entonces la ley
de movimiento se puede obtener antiderivando dos veces esta constante, lo que permite obtener las cono-
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cidas expresiones del movimiento uniformemente acelerado. Estas habilidades ya han sido adquiridas por
los estudiantes.

En los cursos de mecénica elemental lo usual es no abordar, o hacerlo solo superficialmente, los pro-
blemas en que la ley de movimiento corresponde a fuerzas no constantes, ya que involucran la resolucién
de ecuaciones diferenciales, que los estudiantes abordan en los cursos de matemdtica mds avanzados.
Pero no esta tan claro que el curso de ecuaciones diferenciales de matemadtica, que los estudiantes hardn
un afno después, brinde las herramientas de cdlculo necesarias para la obtencién de las leyes de movimien-
to en forma general. La caida de un cuerpo en un medio viscoso puede servir como ejemplo de lo que
queremos decir. Su ecuacién de movimiento debe incluir la fuerza peso (constante) y la fuerza de roce
viscoso. Solamente si la fuerza de roce viscoso es proporcional a la velocidad la ecuacién de movimiento
es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coeficientes constantes, del tipo de las que se
resuelven en el curso de ecuaciones diferenciales. Un modelo mds realista, en que por ejemplo la fuerza
de roce depende del cuadrado de la velocidad, convierte a la ecuacién de movimiento en una ecuacién
diferencial no lineal, para la que el curso de ecuaciones diferenciales no brinda un método de solucién.

La realidad con la que nos encontramos al final del cursado de la asignatura, es que muchos estudian-
tes desarrollan destrezas para la resolucidon de problemas debido a la ejercitacidn con situaciones simila-
res, repeticion de “recetas” dadas pero carentes de sentido o significado para ellos.

Ademds, se observa la dificultad que tienen los estudiantes para lograr incorporar durante el cursado
cldsico de la asignatura, el “determinismo” como un elemento esencial de la mecénica clésica. Es decir,
comprender que el movimiento de una particula queda determinado por la resultante de las fuerzas ac-
tuantes (consideracién dindmica) y las condiciones iniciales o de borde (consideracién cinemadti-
ca).(Cassan y Massa, 2014).

Los métodos numéricos son una herramienta poderosa para resolver este tipo de problemas, y hemos
investigado si es posible que los estudiantes, en el primer curso de fisica bdsica universitaria, tengan una
primera aproximacién a estos métodos que les permiten obtener de una manera simple y ayudados por
una planilla de cdlculo, las leyes de movimiento correspondientes a fuerzas no constantes

En cuanto a la actitud de los estudiantes en las clases tradicionales, es decir, con un docente en el fren-
te del curso, presentan en su mayoria una actitud pasiva, en la cual pareceria que sélo recibe informacién
tanto en clases tedricas como en los momentos en que se resuelven problemas en el pizarrén, sin cuestio-
nar al docente, o al menos no hacerlo en forma explicita. Abordar problemas m4s realistas e involucrarlos
activamente en su resolucion, puede contribuir a mejorar el proceso de ensefianza aprendizaje.

A partir de este andlisis nos planteamos los siguientes objetivos a tener en cuenta en el disefio del ins-
trumento a aplicar:

» Abordar desde la dindmica la descripcién del movimiento de un cuerpo sobre el que actian fuerzas
variables.

* Introducir un método de diferencias finitas para determinar la ley de movimiento.

» Fomentar el desempefio efectivo de los estudiantes en grupos de trabajo.

* Organizar los datos y los cdlculos en tablas utilizando una planilla de célculo.

» Representar los resultados en graficos. Se espera que el estudiante indique el titulo de cada gréfica y
de las variables representadas en cada eje con sus correspondientes unidades, utilice periodos de tiem-
po que permitan observar la evolucién del movimiento.

* Analizar en las representaciones gréficas el sentido fisico del proceso que cada una de ellas describe.

* Reflexionar acerca del rol de las condiciones iniciales (posicidn y velocidad del cuerpo en instantes
determinados) en la determinacién del futuro estado de movimiento.

* Analizar la validez de la aproximacién numérica aplicada.

B. Concepcion y analisis a priori de situaciones didacticas

Repasaremos brevemente los aspectos principales de los métodos numéricos que pueden aplicarse para
resolver las ecuaciones de movimiento. Consideremos un movimiento unidimensional, donde un cuerpo
de masa mtiene una coordenada de posicién x y una velocidad v, que van modificindose con el tiempo
(x = x(t) y v =v(t)), y estd sometido a una fuerza F que depende en general de la posicién, de la velo-
cidad y del tiempo (F = F(x,v,t)). La segunda ley de Newton se puede escribir de la siguiente forma:

dv _ F(xupt) dx _

)’

=v
dat m dt

ey

Integrando miembro a miembro las dos ecuaciones anteriores en un intervalo de tiempo At resulta
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! ! /
v(t + At = v(b) + ft”MW dt', x(t +At) = x(t) + !

v(t") dt’

Los distintos métodos de aproximacién numérica para resolver las ecuaciones diferenciales dadas en
(1), se basan en distintos modos de aproximar las integrales en las ecuaciones anteriores. Asi, si se usa
como aproximacion de los integrandos el valor en el extremo inferior de la integral, se obtiene

v(t + A) = v(b) + —F(x(?:“)'“ At,

x(t + At) = x(t) + v(t)At
Considerando entonces pequefios intervalos de tiempo At, y definiendo
Xy = x(ty), v =v(ty), t, =nlt, n=0,12,...

se obtiene

Vptr =0 + WM, X1 = Xp + VAL (2)

Esta aproximacion para obtener la posicion y la velocidad en funcién del tiempo se conoce como
método de Euler.

A partir de conocer las condiciones iniciales x, = x(t = 0) y v, = v(t = 0), las ecuaciones anterio-
res con n = 0 permiten obtener en forma aproximada los valores de la posicién x; y la velocidad vy,
correspondientes al tiempo t;. Aplicando nuevamente las ecuaciones anteriores con n = 1, se obtienen
los valores de la posicién x, y la velocidad v, al tiempo t,. Continuando con este proceso se pueden
obtener los sucesivos valores de la posicion y la velocidad.

Es interesante notar que las ecuaciones (2) también se pueden obtener directamente de las ecuaciones
(1) que representan la segunda ley de Newton, aproximando en ellas las derivadas respecto al tiempo por

~ Vn+1=Vn _ dx _

. . . av X -X . .-
cocientes incrementales, es decir i v "+A1t " Esta forma intuitiva de obtener las ecua-

ciones del método de Euler nos parece potencialmente til para presentar el método a los alumnos.

Todo método numérico de resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias debe satisfacer condicio-
nes de consistencia y de estabilidad (Potter, 1973).

Un método numérico es consistente cuando al hacer el limite At — 0, las ecuaciones del calculo
numérico se convierten en las ecuaciones diferenciales a resolver. Esto se cumple en el método de Euler
que hemos presentado, ya que las ecuaciones numéricas se han obtenido a partir de las ecuaciones dife-
renciales sustituyendo las derivadas por cocientes incrementales.

Un método numérico se dice estable cuando una pequefia incerteza en cualquier etapa del cdlculo pro-
duce incertezas mds pequefas para los tiempos posteriores. Para analizar la estabilidad del método de
Euler aplicado a la resolucién de la segunda ley de Newton, se deben considerar pequefias incertezas Ax;,
y Av,, para la posicion y la velocidad al tiempo t,. Para estas pequeiias incertezas al tiempo t,, las ecua-
ciones (2) permiten calcular, en primera aproximacion, las incertezas al tiempo t, 1. De ese cdlculo resul-
ta que si la fuerza F no depende de la velocidad el método de Euler no resulta estable y entonces no puede
usarse para resolver la ecuacién de movimiento en forma aproximada.

Resulta de interés analizar los siguientes casos en funcidn de su posible aplicacién a la ensefianza:

a) Oscilador arménico no amortiguado: en este caso F = mg — kx, siendo k la constante elastica del
resorte. El método de Euler no es estable.

b) Caida en un medio viscoso: aqui F = mg — Cv, donde C es la constante de rozamiento del cuerpo
con el medio. El método de Euler es estable para cualquier valor de At.

c) Oscilador arménico amortiguado: con F = mg — kx — Cv. El método de Euler resulta estable si se

elige un intervalo de tiempo que cumpla la condicién At < %paIaC 2 < 4km.

Para los casos b y ¢ asumimos que la fuerza de rozamiento es proporcional a la velocidad del cuerpo
en el medio consideradoy no tenemos en cuenta, en esta primera etapa, otros términos ya que la propuesta
se presenta para un primer curso de mecénica.

Es una feliz coincidencia que en un modelo de movimiento que incluye rozamiento viscoso, mds re-
alista que el de la caida en el vacio, el método de Euler funcione adecuadamente.

Cuando el método de Euler no funciona deben usarse otras aproximaciones mas elaboradas, que son
estables, pero mas complicadas algebraicamente. Richard Feynman, en sus Lectures on Physics, presenta
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el célculo de la ley de movimiento de un planeta alrededor del Sol, pero utilizando un método numérico
mas complicado que el de Euler para garantizar la estabilidad (Feynman y otros, 1963).

Consideramos que el método de Euler puede resultar eficaz para que los estudiantes tengan un primer
acercamiento al cdlculo numérico aproximado de las leyes de movimiento. Puede presentarse de una
manera intuitiva reemplazando en las ecuaciones de movimiento las derivadas por cocientes incrementa-
les, para intervalos de tiempo pequefios, en las situaciones para las que el método resulta estable. Ademds,
es simple de implementar en una planilla de célculo, con la que los estudiantes ya habfan trabajado en el
cursillo de ingreso a la facultad.

En este sentido, se puede agregar que estos estudiantes, durante el primer semestre aprobaron Célculo
Iy Algebra y Geometria I, donde se presenta el concepto de derivada. En Fisica I se retoma este concepto
aplicandolo a las definiciones de velocidad y aceleracion instantdneas, haciendo énfasis en el tratamiento
de derivada como limite de un cociente incremental. Al momento de implementar esta propuesta, los
estudiantes habfan rendido el primer parcial de la asignatura en el que se evaluaron los contenidos de
cinemdtica y dindmica de la particula. Cabe destacar que en el curriculo de las mencionadas carreras se
incluye el estudio de la solucién de ecuaciones diferenciales en cursos posteriores. A partir de estas con-
sideraciones se procedi6 al disefio de la propuesta didactica.

C. Realizacion didactica

La propuesta didéctica se aplicé en un curso de mecdnica elemental (Fisica I) correspondiente al segundo
semestre de las carreras de ingenieria de la Facultad de Ciencias Exactas, Ingenierfa y Agrimensura de la
Universidad Nacional de Rosario, convocando a los 55 estudiantes de una comision.

Se destind para la primera etapa de esta experiencia una clase de cuatro horas, comenzando con la pre-
sentacion del tema y la descripcion de algunas situaciones cotidianas. En la primera de ellas el docente
tomo dos trozos de papel, y haciendo dos bollos de diferente tamafio los dejé caer desde la misma altura.
Al observar que el tiempo transcurrido para llegar al piso es mayor en el de mayor tamaifio, los estudiantes
expresaron que al actuar la fuerza de rozamiento en la superficie del cuerporesulta mayor en el objeto de
mayor tamafio. Esto dio lugar a comentarios sobre la importancia en el disefio aerodindmico de un auto-
mévil o de un avién. El docente presentd una segunda situacioén en la que una persona sentada en el inter-
ior de un automdvil saca una mano por la ventanilla. Les solicité a los estudiantes que analicen las fuerzas
que actdan sobre la mano cuando el vehiculo estd en reposo y cuando estd en movimiento, a lo cual res-
pondieron en forma undnime que la fuerza que el aire ejerce sobre la mano parece insignificante cuando
el movimiento se realiza a bajas velocidades, pero aumenta con el incremento de la velocidad. A partir de
esto es posible concluir que esta fuerza de rozamiento con el aire depende de la velocidad del mdvil,
discutiendo luego lo que ocurre al caer una gota de lluvia, un paracaidas, una piedra o una pluma.

A continuacién, el docente describié una forma de obtener una solucién aproximada de la ecuacién de
movimiento en una dimensidn, para el caso en el que actiia una fuerza variable. Se hizo una presentacién
muy simplificada del método numérico a utilizar, donde se plante6 reemplazar en las ecuaciones de mo-
vimiento las derivadas por cocientes incrementales, de modo de obtener un algoritmo para calcular a
partir de la posicién y de la velocidad del cuerpo a un tiempo dado, la posicién y la velocidad después de
transcurrido un pequefio intervalo de tiempo. Con un intervalo de tiempo suficientemente pequefio se
espera que el procedimiento numérico sea una buena aproximacién para describir la caida del cuerpo.

Los problemas acerca de la convergencia y estabilidad del método no se abordaron en la presentacién,
advirtiendo a los estudiantes que en cursos posteriores de cdlculo numérico discutirian la justificaciéon
mads rigurosa de los métodos empleados.

Luego se present6 la situacion disefiada para esta investigacion: analizar el movimiento de un objeto
que se suelta desde el reposo, considerando el rozamiento con el aire. Se plante6 modelizar la accién del
fluido sobre el cuerpo con una fuerza proporcional a la velocidad y opuesta al sentido del movimiento. A
partir de la expresiéon matematica de las fuerzas intervinientes, se trabajé con la segunda ley de Newton
para obtener las expresiones adecuadas que permitan aplicar el cdlculo numérico. Se dedujeron las si-
guientes expresiones para calcular posicién y velocidad del cuerpo en funcién del tiempo:

Vi1 =V + (9 — S0,)AL, Xpyq = X, + VAL 3)

A continuacién, se solicité a los estudiantes que trabajen en grupos de dos o tres, entregdndoles una
guia de actividades en la que se pidi6:

1. Disefiar en una planilla de cdlculo una tabla de valores que permita calcular la posicion, la velocidad y la

aceleracion en funcion del tiempo.
2. A partir de los valores obtenidos graficar posicion, velocidad y aceleracion en funcion del tiempo.
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3. Discutir cudndo es posible considerar un intervalo de tiempo (At) lo “suficientemente pequeiio” para ob-
tener resultados confiables utilizando la solucion aproximada de la segunda ley de Newton.

4. Resolver la siguiente situacion cuyos datos fueron tomados experimentalmente: se deja caer desde el repo-
so un cuerpo de 100 gramos y se mide la velocidad limite (velocidad a partir de la cual el movimiento es rec-
tilineo uniforme) siendo de 4 m/s. A partir de estos datos calcular la constante de rozamiento de dicho cuerpo
con el aire (C) y la distancia recorrida hasta ese momento. Graficar nuevamente x(t), v(t) y a(t).

Al final de la clase se les pidié que entreguen lo escrito y envien por correo electrénico la planilla de
célculo con las tablas y gréaficas acordadas, mientras que el trabajo definitivo seria entregado una semana
después. Luego de la revision de los trabajos entregados (informe y planilla de cdlculo) se realizaron
algunas entrevistas para complementar la informacién recogida, trabajar sobre sus dificultades como asi
también para que los estudiantes comenten sus impresiones generales sobre el trabajo.

D.Analisis a posteriori y evaluacion

A partir del andlisis de las actuaciones de los estudiantes y confrontando los objetivos de la propuesta
didactica con los resultados, es posible realizar las consideraciones que se expresan a continuacion.

Todos los grupos pudieron plantear una propuesta para el movimiento indicado en la consigna a partir
de ecuaciones y tablas de valores construidas con el apoyo de una planilla de céalculo, aplicando métodos
numéricos. En este sentido los estudiantes determinaron valores para las variables cinemdticas (posicion,
velocidad y aceleracidn) y construyeron graficas que muestran la variaciéon de dichas variables en funciéon
del tiempo, logrando verificar la tendencia de la velocidad a alcanzar un valor limite. Esto acuerda con el
modelo discutido en clase para poner en evidencia que una caida “real”, como la de un paracaidas o una
gota de lluvia, casi nunca es un movimiento uniformemente acelerado. Si bien los estudiantes habian
utilizado planillas de cédlculo en el curso de ingreso, tuvieron algunas dificultades en las que fueron ayu-
dados por los docentes y también por los alumnos que tenfan mds experiencia, evidencidndose un trabajo
colaborativo. En la Figura 1 transcribimos los graficos de posicién, velocidad y aceleracién en funcién del
tiempo obtenidos por uno de los grupos.

Posicién en funcién del tiempo Velocidad en funcién del tiempo Aceleracién en funcién del tiempo
45 12 12
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FIGURA 1. Graficas de posicidn, velocidad y aceleracién en funcién del tiempo realizadas en el aula por el grupo 5.
Datos: At=0,1s; g=9,8m/s2; m=1kg; C=1kg/s.

A continuacion, se detallan los aspectos mds significativos observados en los informes y en las entre-
vistas.

Todos los grupos realizaron graficas con sus correspondientes titulos y unidades en cada eje; ademas,
la mayoria adopta al graficar un periodo de tiempo adecuado que permite observar la evolucién del fené-
meno.

En la primera parte del encuentro se puso el énfasis en obtener la ley de movimiento de la caida, y en
ella se dedujeron explicitamente las ecuaciones (3). Los alumnos organizaron sus planillas de cédlculo
usando precisamente estas dos ecuaciones, que determinan X, Y Vn4q €n funcién de x, y v,. Pero en
ellas “ya no se ven” las fuerzas ni la aceleraciéon que se usaron precisamente para deducirlas. Notamos
que cuando en el punto 2 de la guia se pide encontrar la aceleracién en funcién del tiempo, son pocos los

grupos que la identifican con el término (g - %vn) de la ecuacién (3). La mayoria se complicé innecesa-

1

. (2 2 . . % . A
riamente calculando %, a partir de las tablas de velocidad en funcién del tiempo, y otros, errénea-

Un
mente, calcularon a,, = o
n
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Resultados del uso del cdlculo numérico para el aprendizaje de la mecdnica elemental

El error de mayor recurrencia fue indicar que la aceleracién inicial es nula. En una primerareflexion
entre el grupo de investigadores, consideramos posible que esto se deba a que no reconocen que el movi-
miento comienza cuando ya se ha dejado caer el objeto. Por ejemplo el grupo 9 eligié como condiciones
inicialesxy = 0, vy = 0 y también a, = 0, pero al utilizar la ecuacién a,, = (g - %vn) para el célculo de
los siguientes valores de la aceleracion, estacambia bruscamente del valor inicial cero al valora; = gya
continuacién va decreciendo a medida que aumenta la velocidad (ver Figura 2). En la entrevista se les
pidi6 que dieran razones de por qué eligieron a, = 0, y respondieron que “...todo seria cero hasta que
empieza a caer...”. Al preguntarles desde cudndo empiezan a estudiar el movimiento, uno respondié “ni
bien lo soltds”. Les solicitamos que hagan el diagrama de cuerpo libre del objeto, entonces dibujaron la
fuerza peso y la fuerza de roce, uno de los estudiantes dijo “para t = 0 la fuerza de roce seria cero” y el
otro acot6 “claro, no tenés velocidad, no tenés fuerza de roce”, ddndose cuenta que la tnica fuerza que
actda en ese instante inicial es el peso de modo que lo correcto es que a; = g.

ACELERACION EN FUNCION DEL TIEMPO

—

ACFLERACION (m/s')

o 0,05 01 2,15 02 025 03 0,35
TIEMPO (3)

FIGURA 2: Grafica de aceleraciéon en funcién del tiempo realizadas en el aula por el grupo 1. Datos: At=0,01s;
2=9,8m/s%; m=1kg; C=1kg/s

El punto 3 de la guia fue disefiado para que los estudiantes explorasen cémo resultan las graficas de
posicion y velocidad en funcién del tiempo, para distintas elecciones de At.A partir de ello deberianhaber
determinado el mdximo valor de ese intervalo para el que se obtiene una aproximacién razonable, es
decir, el que garantiza una buena aproximacién con el minimo gasto de recursos de cdlculo. Solo 4 de los
19 grupos lo hacen relacionado con la bisqueda del resultado mds confiable, por €j., el grupo 1 expresa:

...al dar valores de At cada vez mds pequeiios obtenemos que los resultados sean mds confiables y precisos.
También notamos que al utilizar At = 0,01s y At = 0,001s las grdficas son similares, es decir, que podria-
mos elegir uno de ellos como el intervalo de tiempo adecuado. Ademds, realizamos una tabla con At = 1s
para observar que al utilizar un At grande, no son para nada precisos los resultados que se obtienen.

Pareciera que la forma que se dio a dicha consigna no logré transmitir esta idea a todos los estudian-
tes, o quizds fue inadecuado tratar de involucrar a los alumnos en este andlisis cuando recién habian lo-
grado construir un primer programa de cdlculo. A continuacidén, se transcriben algunas respuestas que
ilustran las dificultades encontradas. El grupo 3 expresé

A medida que el intervalo de tiempo es mds pequeiio, necesitamos estirar la columna de valores obteniendo
mds de los mismos para poder observar los cambios en las curvas de las tres grdficas. Sin embargo, optamos
por agrandar el intervalo de tiempo en vez de buscar mds valores...

Este grupo priorizé minimizar el tiempo de procesamiento del programa a obtener mayor precision en
los resultados. El grupo 7 expresé “...con un At mayor la velocidad se va a hacer constante mucho mds
rdpido...” sin advertir que con mayores Ate igual niimero de intervalos de tiempo considerados se consi-
gue describir el movimiento en un periodo de tiempo mds grande. En estos dos casos hay una confusién
entre nimero de iteraciones del método numérico y tiempo transcurrido.

Mais alld de los objetivos para los cuales fue disefiada la propuesta,se pudieron detectar y atender al-
gunas cuestiones relacionadas con una incorrecta conceptualizacién de aspectos de cinemadtica y dindmi-
ca. Por ejemplo, las dificultades mostradas por el grupo 8 se asociaron con las expresiones que utilizaron
para obtener x,, y v, usando en ellas el tiempo t,, en vez del intervalo At. Mds importante es que al des-
cribir la aceleracion del cuerpo que cae en funcién del tiempo, le asignaron el valor constante g de la
aceleracion gravitatoria. Estos errores fueron abordados en la entrevista de los investigadores con el gru-
po, y subsanados en el informe final.
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Cassan y otros

IV. CONSIDERACIONES FINALES

En general, consultados los estudiantes sobre las dificultades que habian tenido al realizar la experiencia,
mayoritariamente surgieron los problemas con la utilizacién de la planilla de célculo, los que fueron sal-
vados rapidamente. Un grupo expresd:“este trabajo nos permitio observar los detalles del movimiento”,y
varios destacaron haber podido trabajar con un “caso real”.

El cédlculo numérico brinda herramientas aproximadas pero poderosas para la solucién de este tipo de
problemas y el trabajo muestra que los estudiantes de mecénica elemental pueden aplicarlos con expe-
riencias sencillas deduciendo un algoritmo de célculo a partir del método de Euler. Trabajando en grupos,
todos pudieron organizar una planilla de cdlculo para obtener posicién, velocidad y aceleracién en fun-
cion del tiempo para la caida de un cuerpo en un medio viscoso, corroborando que la velocidad no crece
indefinidamente, como en el movimiento uniformemente acelerado, sino que tiende a hacerse constante.
A pesar de estos logros alcanzados, la mayoria de los estudiantes no detecté que al trabajar con una dis-
cretizacion temporal, los resultados obtenidos son mds confiables cuanto mis pequefio sea el intervalo de
tiempo. Posiblemente esto se deba a que la situacién propuesta es estable para cualquier eleccién del
intervalo de tiempo, de modo tal que distintas discretizaciones no producen resultados fuera de lo fisica-
mente esperable para este tipo de movimiento. Ante esta situacion, se propuso a los estudiantes un segun-
do trabajo préctico paraobtener, mediante una aproximaciéon numérica, la ley de movimiento de un
oscilador amortiguado. Aqui la estabilidad del método impone una cota superior al intervalo de tiempo
elegido, por lo que el modelo matemadtico construido para la resolucién de esta situacién problematica
arroja resultados fuera de la l6gica del movimiento si se utilizan intervalos de tiempo demasiados gran-
des. Consideramos que esto llevara a discutir el significado del término 4t pequerio o At tendiendo a cero,
y que se podrd profundizar en el aula acerca del proceso de modelizacién, mostrando que la validez de los
resultados o predicciones realizadas sobre el sistema en estudio estd limitada por la validez del modelo
construido. Al momento de redactar este trabajo, los estudiantes estdn comenzando a entregar los infor-
mes del segundo prictico propuesto, que serd motivo de una investigacion posterior a fin de avanzar en
otros aspectos de interés.
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