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Resumen

Se presentan los resultados de una investigacidon cualitativa que indaga cémo estudiantes de nivel universitario resuelven un
problema sobre el movimiento de cuerpos vinculados por una soga ideal. El interés se centra en las restricciones cinematicas que
imponen los vinculos porque éstas implican la construccion de relaciones matematicas en distintos registros semidticos que dan
cuenta del sistema fisico. En este trabajo se describen las restricciones de vinculo que las y los estudiantes escriben para resolver
esta situacién y se analizan los casos en los que hay un registro escrito donde se evidencia la interaccidn entre las representaciones
matematicas y el sistema fisico. El analisis de los datos permite describir las caracteristicas particulares del uso y la matematizacion
de los vinculos. Asimismo, la escritura matematica de los vinculos en conjunto con el monitoreo de los resultados parciales, son las
herramientas que posibilitan a las y los estudiantes avanzar en las resoluciones.

Palabras clave: Aprendizaje; Restricciones de vinculos; Representaciones semidticas; Mecanica; Nivel superior.

Abstract

This paper presents the results of a qualitative investigation that explores how university students solve a problem involving the
motion of bodies connected by an ideal rope. The focus is on the kinematic constraints imposed, as these require the construction
of mathematical relationships in different semiotic registers that represent the physical system. This study describes the constraints
that students write to solve this situation and the cases that show interaction between mathematical representations and the
physical system. The analysis of the data allows us to describe the particular characteristics of the use and mathematization of the
constraints. Furthermore, the mathematization of the constraints, together with the monitoring of the partial results, are the tools
that enable the students to progress in the resolutions.

Keywords: Learning; Constraints; Semiotic representations; Mechanics; University.
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I. INTRODUCCION

La resolucidn de problemas tiene un lugar central en el aprendizaje de la Fisica (Couso, Izquierdo y Merino Rubilar,
2008). Para resolver un problema de mecdnica es necesario aplicar los principios fisicos a ese caso particular y
reconocer las restricciones que imponen las caracteristicas del sistema y el entorno. En funcidn de lo que se propone,
puede resultar conveniente plantear la situacion desde un enfoque dinamico o energético. Mds alla de esta decision,
para completar el planteo es necesario reconocer los vinculos cinematicos que restringen el movimiento del sistema.
En este trabajo llamaremos reglas a las expresiones matematicas que se obtienen al aplicar los principios o definiciones
de la Fisica a una situacién particular. En contraposicion a las reglas, las restricciones cinematicas de los vinculos son
relaciones matematicas que hay que construir para cada situacién. Para el caso de problemas en los que hay cuerpos
vinculados, segun el enfoque elegido, es necesario vincular distintas magnitudes: para el enfoque dinamico interesa
relacionar las aceleraciones de los objetos mientras que para el enfoque energético se deben relacionar velocidades
y desplazamientos.

En un trabajo anterior (Chiabrando, Kenig, Montino y Pérez, en prensa) se analizé cdmo resuelven estudiantes de nivel
universitario un problema en el que se presenta una maquina de Atwood con una polea y soga ideales. Con el interés
de conocer el enfoque que utilizarian las y los estudiantes, en el enunciado se dieron mas datos de lo que es necesario
para resolver el problema. En las resoluciones encontramos un resultado no esperado: hubo estudiantes que
respondieron correctamente las preguntas como si se tratara de objetos independientes, sin escribir las ecuaciones
de vinculo.

A partir de ese resultado, en este trabajo se pone el foco en el entramado de matematica y fisica para la construccion
de las restricciones que imponen los vinculos. Para ello se presenta el mismo enunciado que describe la maquina de
Atwood, pero se proponen preguntas que pueden responderse utilizando sélo los vinculos; si se comprenden las
restricciones cinematicas del sistema no es necesario utilizar ninguna regla. Este problema presenta la dificultad de
construir una relacién matematica para los vinculos, en particular la relacién entre las posiciones de los objetos, y de
leer los datos de una tabla que da informacion sobre un objeto cuando se pregunta sobre el otro. Los objetivos que
nos planteamos para este articulo son: describir cuales son los vinculos que las y los estudiantes escriben y/o usan
para resolver esta situacion problematica y analizar los casos en los que haya un registro escrito donde se evidencie
la interaccion entre las representaciones matematicas y el sistema fisico.

Il. ENCUADRE TEORICO Y METODOLOGICO

En el proceso de resolucién de un problema de fisica las y los estudiantes deben realizar tareas de identificacién del
sistema fisico y reconocimiento de los conceptos y relaciones pertinentes (Carcavilla Castro y Escudero Escorza, 2004).
Se trata de elegir el modelo adecuado y, con él, el conjunto de reglas o representaciones matematicas de los principios
fisicos para describir la situacion planteada (Buteler y Gangoso, 2003). Pero ademds, deben poder interpretar las
restricciones y utilizar las expresiones matematicas que ajustan las reglas al caso particular. Ese conjunto de
expresiones escritas en lenguaje matematico permite resolver un problema e interpretar los resultados.

Las restricciones que expresan los limites fisicos de la situacidén particular son inherentes a cada situacién vy, por lo
tanto, quien resuelve debe interpretarla y hacer un cambio de representacién del sistema fisico a expresiones
matematicas o simbdlicas. Es de hacer notar que las reglas son, en cierta forma, generales para cada modelo y vienen
dadas por él una vez seleccionado. En cambio, la escritura matematica de las restricciones fisicas debe ser “creada”
por quien resuelve.

Duval (2006) afirma que el trabajo de ida y vuelta entre los distintos registros semidticos de representacion es lo que
produce conocimiento. Los cambios entre esos registros, por ejemplo, del lenguaje natural al esquema, del gréfico a
la tabla, de las ecuaciones al gréfico, del grafico al lenguaje natural, son caracteristicos de la resolucion de problemas
en fisica. Cada cambio de representacion y los resultados del trabajo de tratamiento o resolucién dentro de cada
representacion producen resultados que pueden ser monitoreados desde el sistema fisico. Estas situaciones de
control, o de falta de él, son las que dan cuenta de las relaciones entre los conceptos matematicos y los conceptos
fisicos que puede establecer la persona que estd resolviendo un problema.

Respecto de la metodologia, esta indagacién de tipo cualitativo propone dar cuenta de cdmo un grupo de estudiantes
de nivel universitario utilizan las restricciones que imponen los vinculos en un problema de mecanica, realizando un
analisis descriptivo de los datos (Taylor y Bogdan, 1996).

En este estudio se analizan los registros escritos que se encuentran en la resolucion de un problema cerrado sobre la
maquina de Atwood. El instrumento utilizado para esta indagacion se construyd a partir de un trabajo anterior
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(Chiabrando et al., en prensa). En funcion de los resultados obtenidos en el estudio antecedente, se decidié adaptar
las preguntas utilizando aquellas consignas en las que se observé un mayor uso de las restricciones de vinculo. En la
Figura 1 se muestra la situacion presentada a las y los estudiantes. Cabe aclarar que si bien este sistema es trabajado
en las clases del curso donde se tomaron los registros, los datos presentados en el enunciado y las preguntas
formuladas difieren de las que se realizan usualmente.

Situacion
Un bloque A esta unido a un bloque B por una soga que pasa por una polea. La masa del
bloque A es de 6 kg y la del bloque B es de 2 kg.

En la figura se muestra la situacion inicial, donde los bloques estan en reposo: el bloque
A estd a una altura de 0,8 m (H) y el B esta apoyado en el piso.

La soga que une los bloques es inextensible, esto significa que lo que baja el bloque A es
igual a lo que sube el bloque B.

También se puede considerar que la polea y la soga tienen masa despreciable, por lo que
la tension que ejerce la soga en cada uno de los bloques es igual. Esta fuerza vale 30 N.

Considerar que |g|=10m
SZ

En la siguiente tabla se indica la rapidez del bloque A en distintas alturas

Altura del bloque A Rapidez del bloque A
0,1m | \ﬁm/s = 2,65 m/s
0,2m \/E m/s = 2,45 m/s
0,4 m 2m/s
0,6 m | \/E m/s=1,41 m/s
0,7m | 1m/s

a) ¢Cual es la variacion de la velocidad del bloque B cuando pasa de una altura de 0,1 ma 0,6 m?
b) ¢Te parece razonable este resultado? ¢Por qué?

c) Conocés otra manera de comprobar si este resultado es correcto? Si es asi, por favor explicala.

FIGURA 1. Situacién planteada a las y los estudiantes.

El cuestionario fue tomado de manera individual y anénima a 17 estudiantes de la asignatura Fisica | de la Facultad de
Ingenieria de la Universidad de Buenos Aires durante el segundo cuatrimestre del 2023. La toma de datos se realiz
después del primer parcial, en el que se evalian conocimientos de mecanica (cinematica, dindmica y energia) para
describir situaciones dentro de los modelos de cuerpo puntual, sistema de particulas y cuerpo rigido.

El andlisis de los datos se basd en la lectura sistematica y ciclica de los registros, seleccionando segmentos significativos
gue se compararon y contrastaron para sintetizar y organizar la informacion (Hopkins, Bollington y Hewett, 1989). De
esta forma, el analisis inductivo posibilitd la presentacion de una sintesis descriptiva sobre el uso de las restricciones
y una seleccion de casos en los que se puede reflexionar sobre el entramado de la matematica y la fisica (Sirvent y
Rigal, 2023).

Il. RESULTADOS Y ANALISIS

La primera pregunta planteada puede contestarse de manera directa utilizando las restricciones cinematicas
impuestas por el vinculo de la soga y los datos de la tabla; esta resolucién es corta y requiere un tratamiento
matematico que involucra restas y la lectura de la tabla. También puede contestarse a partir de planteos dindmicos y
cinematicos o en el marco de la energia mecanica; en estos casos el tratamiento matematico es mas extenso. La
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segunda pregunta se puede contestar con palabras a partir del andlisis del resultado numérico obtenido en la primera
pregunta en conjunto con el analisis de la situacion planteada, no requiere realizar ningun tipo de resolucién extra. La
tercera pregunta también puede contestarse solo con lenguaje natural; esta pregunta permite chequear si reconocen
otras estrategias de resolucion posibles.

A. Anilisis del uso de restricciones en la primera pregunta

En las resoluciones se encontraron tres estrategias para contestar la primera pregunta. De las 17 respuestas se
encontré que 10 abordan la resolucidn a partir de las restricciones impuestas por el vinculo de la soga, cuatro con un
enfoque dinamico y cinematico y tres por energia.

Estrategia de resolucion a partir de las restricciones impuestas por el vinculo de la soga
En la situacidn planteada, a partir de escribir el largo de la soga inextensible, se pueden deducir tres restricciones
cinematicas al movimiento de los cuerpos vinculados. Las vamos a llamar:

° restriccion de posicion, que relaciona la posicion de los cuerpos A y B mediante la siguiente ecuacion:
Ya =08m —yg ys =08m —yp (1)
° restriccion de velocidad, que relaciona las velocidades de ambos cuerpos mediante la siguiente ecuacion:
vy = —VgVy = —Vp (2)
. restriccion de aceleracion, que relaciona las aceleraciones de ambos cuerpos mediante la siguiente ecuacion:
ay = —agay, = —ag (3)

Estas restricciones también se pueden construir o “imponer” considerando el movimiento del sistema fisico y sin
recurrir a la escritura matemadtica del largo de la soga. Esta estrategia de resolucidn posibilita contestar la pregunta
solo a partir de las restricciones y sin tener que utilizar ninguna regla.

De las 10 resoluciones que utilizan la estrategia a partir de las restricciones que impone el vinculo de la soga, se
encuentra que dos son incorrectas. En ambos casos el error radica en considerar iguales las posiciones de ambos
cuerpos. Un ejemplo de esto puede verse en la Figura 2, donde se puede notar el intento de relacionar los
desplazamientos de los cuerpos y luego se tacha para trabajar con posiciones iguales.

FIGURA 2. Respuesta Estudiante 6.

En las 8 resoluciones correctas dentro de esta estrategia se usa apropiadamente la restriccion de posicion. No se
encuentra ningln caso en que se escriba mediante una ecuacién la posicion del cuerpo A en funcién de la del cuerpo
B. Sin embargo, esta relacidon aparece expresada con otras representaciones semiéticas: en forma de esquema grafico,
en forma de tabla o relacionando el desplazamiento de los cuerpos tanto en lenguaje natural como en forma de
ecuacion (Figura 3).
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FIGURA 3. Respuesta Estudiante 11.
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Respecto a la relacion de velocidades, en todas las resoluciones se trabaja numéricamente de manera correcta.
Ademas, en cinco resoluciones se escribe la restriccion de velocidad mediante alguna representacion semidtica y en
tres resoluciones se deduce a partir de otras expresiones (Figura 4).

FIGURA 4. Respuesta Estudiante 2.

Estrategia de resolucion a partir de un andlisis dindmico y cinemdtico

Es importante sefialar que, al haber incorporado como dato el valor de la tensidn, las resoluciones por dinamica y
cinematica pueden realizarse de manera completa sin utilizar la restriccion de aceleracion impuesta por el vinculo de
la soga, ya que se podia calcular la aceleracidn de cada cuerpo por separado.

En dos resoluciones no se utiliza ninguna restriccion ya que se plantea el analisis de los cuerpos de manera
independiente. En ambos casos se despeja de manera independiente, a partir de la segunda ley de Newton, la
aceleracion de cada cuerpo y luego se trabaja solamente con uno ellos.

A pesar de no ser necesario, en dos resoluciones se utiliza la restriccion de aceleracion en el planteo. En una se deduce
la restriccidn a partir de escribir el largo de la soga y luego se abandona la resolucién del problema. En la otra se
impone que las aceleraciones de los dos cuerpos son iguales en médulo y sentido. Por lo tanto, el valor que se obtiene
para la aceleracion es el de la aceleracién de la gravedad; luego de recuadrar este resultado se abandona la resolucién.
De las cuatro resoluciones en las que se utiliza esta estrategia, en ningun caso se llega al resultado correcto.

Estrategia de resolucion a partir de un andlisis energético

Al haber incorporado como dato el valor de la tensién en el enunciado, las resoluciones a partir de consideraciones
energéticas de cada cuerpo de manera independiente pueden realizarse sin utilizar las restricciones cinematicas
impuestas por el vinculo de la soga. En cambio, en una resolucidn que analice la conservacidn de la energia del sistema,
es necesario el uso de las restricciones de posicion y velocidad.

En dos resoluciones no se utilizé ninguna restriccién: en un caso porque se plantea incorrectamente la conservacion
de la energia para un solo cuerpo y en el otro porque no se avanza mas alla de proponer la conservacion de la energia
del sistema.

En la resolucion restante se plantea la conservacién de la energia del sistema y se utiliza la restriccion de posicion de
manera correcta; pero no se identifica la restriccion de velocidad, recurriendo a valores arbitrarios de la tabla para
llegar a un resultado numérico.

Ninguna de las tres resoluciones en las que se aborda el problema a partir de un andlisis energético llega al resultado
correcto.

B. Anilisis de la segunda y tercera pregunta

La segunda pregunta fue contestada por nueve personas. Todas consideran razonable el resultado obtenido en la
primera pregunta. En ocho respuestas se contesta en lenguaje natural y en una se vuelve a resolver la primera
pregunta con otra estrategia y se comparan los resultados. Para argumentar la razonabilidad del nimero obtenido
recurren a diferentes caracteristicas del sistema: que el peso del cuerpo A es mayor al del cuerpo B, el sentido y valor
de la aceleracion del cuerpo B o que cuando el cuerpo A baja el B sube.

Sélo cinco personas proponen una estrategia de resolucidn alternativa como respuesta a la tercera pregunta. Todas
ellas utilizaron la estrategia de resolucién a partir de las restricciones cinemadticas y propusieron como estrategia
alternativa trabajar con los teoremas de trabajo y energia. Es interesante sefialar que ninguna de las respuestas en las
que se utilizaron las estrategias de dinamica y cinematica o energia reconocid la estrategia de restricciones como
alternativa.

C. Descripcion de casos particulares
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A continuacién, describiremos en detalle cuatro casos seleccionados debido al interés de estas resoluciones en
relacion con los objetivos planteados.

El primer caso analizado, que corresponde a la resolucidn 4, es interesante dada la validacién planteada por caminos
independientes, haciendo uso de las herramientas de la teoria y aplicando diferentes representaciones para resolver
y validar el resultado. La estrategia que elige es plantear correctamente la restriccion que impone el vinculo de la soga,
argumentando con palabras tanto sobre la igualdad del mddulo de los desplazamientos de ambos cuerpos, como la
restriccion resultante de la velocidad y de la aceleracién. Luego usa los datos de la tabla proporcionada en el enunciado
y obtiene el resultado correcto. Ante la pregunta sobre si el resultado le parece razonable, elige corroborar en forma
totalmente independiente ese resultado. Plantea las ecuaciones de Newton para ambos cuerpos y llega a que las
aceleraciones en mddulo son iguales, sefialando que “esto ya es un buen indicio”. Esa afirmacidon muestra que tiene
presente la restriccion de aceleracion. Aun asi, manifiesta “quiero corroborar las velocidades”. Plantea la ecuacién de
posicidn del cuerpo B y calcula el tiempo para los dos puntos sefialados en el enunciado. Con esos datos calcula el
intervalo de tiempo que tarda el cuerpo B en desplazarse de una a otra posicidn. Es interesante observar que, haciendo
uso del significado de la aceleracion constante (variacion de la velocidad en el intervalo de tiempo) y con un planteo
del tipo regla de tres, obtiene el resultado de la variacién de la velocidad pedida (Figura 5).
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FIGURA 5. Respuesta Estudiante 4.

El planteo y la resolucién del problema muestran que la persona domina tanto las reglas como la matematica
involucrada. Es incluso llamativo el uso de la definicidn de aceleracion. En su resolucion se advierte que, aun llegando
por el camino mas corto al resultado pedido, se preocupa por validar en forma totalmente independiente su resultado.
Lo que se pide es argumentar sobre su razonabilidad, lo que es interpretado por la mayoria de las personas
participantes como una invitacion a mirar la variacidon de la velocidad y justificar a través de su incremento. Sin
embargo, en esta resolucion se advierte una validacidn ajustada a las reglas de la logica dado que, para realizarla, se
utiliza un camino totalmente independiente sin el uso de los vinculos impuestos por la soga. Si bien no escribe el
desarrollo de las ecuaciones de vinculo impuestas por la soga, explica claramente las consecuencias que esa restriccion
impone al sistema y usa con destreza esas relaciones para arribar a los resultados y su validacion.

El segundo caso, correspondiente a la resolucién 8, resulta interesante por el planteo explicito de tres estrategias,
numerandolas. Aun asi, el orden en que las desarrolla no es claro. Muestra también la validacion del uso de la igualdad
del mdédulo de las velocidades, que primero impone y luego deduce. En la primera estrategia, luego de una escritura
poco clara de los desplazamientos y las velocidades, parece plantear que los incrementos de las velocidades deben
ser los mismos, obviando que el signo deberia ser diferente. Después plantea las ecuaciones de Newton para el
sistema, pero al asignar el mismo signo a las aceleraciones llega a una contradiccidn: el valor de las masas deberia ser
el mismo. Escribe que ambas masas son distintas, y sefiala que no pudo resolver por ese camino, tal como se refleja
en la Figura 6. Es interesante observar cdmo la lectura de las ecuaciones le seiala que hay un error en la resolucién.
A partir del reconocimiento de un error retoma la primera estrategia de resolucién. Sefiala las posiciones de ambos
cuerpos en el intervalo pedido utilizando el vinculo de las alturas y resuelve correctamente usando los datos de la
tabla. Luego seiala la segunda forma en que lo pensd, pasa a escribir el largo de la soga correctamente, deriva los
términos y llega a que las velocidades de ambos cuerpos son iguales en médulo, pero de signo distinto (ver Figura 7).
Parece querer mostrar la deducciéon, que antes no habia hecho, de la asignacion de velocidades iguales en mddulo
para ambos cuerpos. Aparece entonces, una intencion de validar el uso de la relacién que impone el vinculo de la soga
en su resolucion. Este caso muestra el papel del reconocimiento del error para orientar las resoluciones y la necesidad
de validar formalmente las decisiones tomadas. El uso de los vinculos, primero asumido y luego desarrollado, muestra
que tiene presente el sistema y sus restricciones a lo largo de toda su resolucidn.
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FIGURA 7. Respuesta Estudiante 8.

El tercer caso analizado, correspondiente a la resolucidon 10, resulta interesante dado que intenta resolver planteando
las ecuaciones de Newton para ambos cuerpos. Un error en los signos y la lectura incorrecta del valor de una de las
masas hace que obtenga dos valores de aceleraciones distintas. Tacha uno de los resultados e impone que son iguales
en moédulo y de distinto signo tal como se ve en la Figura 8. Parece haber monitoreado lo que implica el vinculo con
su resultado. Es interesante que elige el valor correcto, quizas descartando el otro porque el valor obtenido es mayor
que el de la aceleracidn de la gravedad, lo que puede sugerir que tiene presente el sistema fisico que, al ser de cuerpos
vinculados, tiene una restriccion en el valor posible de la aceleracidn. Sin embargo, no continua la resolucion por ese
camino. Plantea el problema usando la expresidn de la energia para el sistema, aunque luego usa incorrectamente la
conservacion de la energia para el cuerpo B. Se observa como un resultado no esperado, en el que las aceleraciones
no son iguales, hace que opte por una estrategia de resolucién diferente. Parece indicar que la informacién sobre lo
que implica el vinculo prima por sobre los resultados obtenidos.
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FIGURA 8. Respuesta Estudiante 10.

En el cuarto caso, la resolucidon nimero 14 se inicia con el planteo de las ecuaciones de Newton para ambos cuerpos,
incluyendo la fuerza normal sobre el cuerpo que estd inicialmente apoyado, asignando aceleraciones distintas a cada
cuerpo. No contintia por ese camino, quizas debido a que aparece como irresoluble al contener demasiados valores
gue no son datos. Elige otra estrategia, planteando correctamente las ecuaciones de conservacién de energia del
sistema, pero cuando debe reemplazar los valores, utiliza para las velocidades (inicial y final) del cuerpo A el primery
ultimo valor de la tabla. Parece ser una lectura ingenua de los valores de la tabla, dado que la designacidon de velocidad
final e inicial en la expresion de la energia cinética lleva a una interpretacion de la tabla como completa, o sea que
contiene todos los valores de velocidad del movimiento. Se observa en esta resolucion un abandono de estrategia,
quizas debido a que las ecuaciones planteadas resultan irresolubles. Es interesante observar que no hay ninguna
alusién a las restricciones de velocidad impuestas por la soga. El uso de los vinculos en esta resoluciéon no es
consistente: mientras en alguna expresion los datos reemplazados parecen indicar que se estan leyendo las posiciones
de ambos cuerpos correctamente relacionadas, en otras expresiones no ocurre lo mismo.
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IV. COMENTARIOS FINALES

El andlisis de las resoluciones de la primera pregunta permite observar que quienes identificaron y pudieron utilizar
las restricciones cinematicas impuestas por el vinculo de la soga, en su mayoria, resolvieron correctamente el
problema planteado. En cambio, quienes se aferraron a las reglas, ya sean en el marco de la dinamica o de la energia
mecdnica, abandonaron la resolucidn o llegaron a un resultado incorrecto.

La restriccion de posicion no aparece escrita como ecuacion en ninguna resolucidn, sin embargo, se la interpreta bien
numéricamente y se la utiliza en forma correcta. En cambio, aparece la matematizacién de la restriccion de velocidad
en varias respuestas. La restriccion de posicion, que en este caso también es una relacion entre las alturas de los
cuerpos, pareciera ser intuitiva e incluso visual a partir del esquema dado en el enunciado. La restriccion de velocidad
tiene otro grado de abstraccion e implica conocer cdmo una soga ideal limita el movimiento de dos cuerpos vinculados,
tal vez por ello hay mas estudiantes que deciden explicitarla mediante una ecuacidn.

El analisis de los casos seleccionados permite observar las situaciones de control que las y los estudiantes realizan
entre el sistema fisico y los resultados de aplicar las reglas y las restricciones que imponen los vinculos. El
reconocimiento de un error, que obliga a corregir o cambiar la estrategia de resolucion, y el desarrollo de
justificaciones muestran la relacién que las y los estudiantes pueden establecer entre los distintos registros de
representacion que dan cuenta del problema. El uso de las validaciones, la seleccién de estrategias y su abandono, y
el uso de las relaciones de vinculo muestran el monitoreo entre representaciones matematicas y sistema fisico que es
necesario para resolver un problema.

La disponibilidad de las herramientas de monitoreo y la posibilidad de cambios de registros de representacion para
interpretar los vinculos, aunque no se llegue al resultado correcto o se abandone la resolucion, pueden tomarse como
indicios de que las y los estudiantes han comenzado a recorrer el camino hacia la comprension de este tipo de
problemas.
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