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Resumen

La ley de desintegracidn radiactiva tiene un comportamiento estadistico y probabilistico que a menudo es malinterpretado como un
fendmeno plenamente determinista debido a una explicacién superficial del proceso que no enfatiza su naturaleza aleatoria. El articulo
se motiva por la necesidad de aclarar la presencia de la probabilidad y la estadistica en este proceso, cuestién que no se trata habitual-
mente con la importancia que se merece y que genera dudas y errores de concepto entre los estudiantes y el propio profesorado de
fisica. El objetivo del articulo es proporcionar al profesorado de fisica que trate con este fendmeno un modelado de la ley de desinte-
gracion radiactiva mediante un analisis cuantitativo, estadistico y probabilistico que aclare algunos conceptos comunmente
malinterpretados mediante un ejemplo didactico. La incorporacidon de un modelo probabilistico y estadistico no solo clarifica la verda-
dera naturaleza estadistica de este fenédmeno fisico, sino que también contribuye significativamente al desarrollo de las competencias
cientifico-matematicas en los estudiantes, permitiéndoles trabajar y comprender con mayor profundidad este proceso.
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Abstract

The radioactive decay law has a statistical and probabilistic behavior that is often misinterpreted as a fully deterministic phenomenon
due to superficial explanations of the process that fail to emphasize its random nature. This article is motivated by the need to clarify
the role of probability and statistics in this process, a topic that is usually not given the importance it deserves, and which leads to
conceptual doubts and misunderstandings among both students and physics educators. The article’s goal is to provide physics educa-
tors working with this phenomenon with a model of the law of radioactive decay through a quantitative, statistic and probabilistic
analysis that clarifies commonly misunderstood concepts using a didactic example. The incorporation of a probabilistic and statistics
model not only clarifies the true statistical nature of this physical phenomenon but also significantly contributes to the development
of students' scientific and mathematical skills, enabling them to engage with and understand this process in greater depth.
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Naturaleza estadistica y probabilistica de la ley de desintegracion radiactiva

1. INTRODUCCION

La radiactividad natural es un fendmeno fundamental de la naturaleza, donde ciertos elementos quimicos emiten es-
pontdneamente particulas y energia debido a la inestabilidad de sus nucleos atémicos. Esta inestabilidad se presenta
en elementos cuyos nucleos (formados por protones y neutrones) no pueden mantenerse unidos por la fuerza nuclear
fuerte y, para estabilizarse, emiten particulas y energia. Estos elementos se desintegran de forma natural, emitiendo
radiacién alfa, beta y gamma, y transformandose en otros elementos hasta alcanzar una configuracion mas estable
(Alonso & Finn, 1986). Existen formas de radiacion indirectas, formadas por particulas no cargadas como fotones o
neutrones, los cuales, al chocar con otros nucleos, pueden activarlos para que emitan radiaciones alfa, beta o gamma.
Los mecanismos por los que se producen estas radiaciones no son objeto de este articulo, pero son ampliamente
conocidos por las leyes de Soddy-Fajans y se pueden consultar en la bibliografia (Burcham, 2003).

La ley que modela a nivel macroscépico el fendmeno de la radiactividad natural es la ley de desintegracion radiac-
tiva. Este proceso ocurre de manera espontanea y aleatoria, por lo que se debe considerar como una ley de naturaleza
estadistica, donde la desintegracién de un nucleo individual es impredecible (Krane, 1987). Aqui radica la diferencia
con los procesos o leyes deterministas, donde los resultados pueden predecirse con certeza. Sin embargo, a pesar no
poder determinar con exactitud la desintegracion de un solo ntcleo, cuando se considera un gran numero de nucleos,
emergen patrones predecibles descritos por modelos matematicos (estadisticos) que permiten calcular el nimero de
nucleos que quedan sin desintegrar en un material radiactivo después de un periodo determinado, basandose en la
probabilidad de desintegracién (Fernandez de la Mora, 2002). Entender esta naturaleza estadistica es crucial para evi-
tar malentendidos y apreciar la aplicabilidad de las leyes probabilisticas en la explicacién de fendmenos fisicos
(Walpole, Myers, Myers, & Ye, 2012).

Los errores conceptuales en esta tematica no son eventuales, pues algunos trabajos como (Prather, 2005) describen
varios topicos falsos sobre la desintegracion radiactiva que surgen entre estudiantes; y otros como (Yesiloglu, 2019)
dan algunas evidencias sobre errores conceptuales de esta ley entre el propio profesorado. Aunque algunos trabajos
de gran valor, como (Huestis, 2002) o (Mamane & Benjelloun, 2019), intentan dar una visidn mas realista del proceso
estocastico de esta ley, no llegan a profundizar lo suficiente como para aclarar los conceptos que distinguen un proceso
aleatorio de uno determinista.

Por lo tanto, debido a la falta de claridad y explicaciones en la bibliografia sobre el caracter probabilistico y estadis-
tico de la ley de desintegracidn radiactiva, este articulo ofrece un estudio detallado de dicha naturaleza. Los conceptos
estadisticos y probabilisticos necesarios para modelar esta ley se introducen y desarrollan de manera progresiva a lo
largo del articulo para facilitar su comprensién. Ademads, se presenta un ejemplo didactico para su aplicacion en el
aula, con el objetivo de proporcionar a los docentes de fisica un recurso util para la explicacion de este fendmeno.

II. LEY DE DESINTEGRACION RADIACTIVA

La desintegracion radiactiva es un proceso estocastico (es decir, aleatorio) a nivel de atomos individuales. Segun la
teoria cudntica, es imposible predecir con exactitud cuando se desintegrara un atomo particular (Tipler & Llewellyn,
2009). Sin embargo, para un conjunto de atomos se pueden establecer una serie de patrones y leyes estadisticas em-
piricas (Ehmann & Vance, 1991).

Para deducir la ley de desintegracidn radiactiva consideremos que, segun observaciones empiricas producidas ya
por Rutherford y Soody (Krane, 1987), la probabilidad de desintegracién de cada nucleo por unidad de tiempo (A) es
constante en el proceso de desintegracion radiactiva. La probabilidad de que un nucleo se desintegre en un tiempo
infinitesimal (dt) es, por lo tanto, A - dt. Si hay N nldcleos presentes, podemos esperar que se desintegren N - A - dt
nucleos ese tiempo. Por lo tanto, se puede definir la tasa de decaimiento radiactivo o actividad radiactiva (4A) como la
cantidad de nucleos desintegrados por unidad de tiempo (Burcham, 2003):

A= AN (1)
Por otra parte, el nimero de ntcleos N disminuira segln esta expresion (Burcham, 2003):
—dN=N-1-dt (2)

Resolviendo la ecuacidn diferencial anterior se obtiene que el nimero de nucleos radiactivos en una muestra viene
dado por una ley de decaimiento exponencial, Ilamada ley de desintegracion radiactiva (Burcham, 2003):

N = Nye ™ (3)
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Donde N, es el numero de nucleos que tenia la muestra en el instante inicial; N el nimero de nucleos radiactivos
que quedan sin desintegrar (sobreviven) al cabo de cierto tiempo t; y A4 es la constante de desintegracién radiactiva,
gue como hemos comentado anteriormente, modela la probabilidad de desintegraciéon de un nucleo radiactivo por
unidad de tiempo.

A. Célculo de la constante de desintegracion radiactiva A

Un parametro muy utilizado para medir la constante radiactiva (1) es el tiempo de semidesintegracion (T;2), que se
corresponde con el tiempo que debe pasar para que el nimero de muestras radiactivas se reduzca a la mitad. De la
expresion general de la ley de desintegracion radiactiva (3) obtenemos:

e (4)

Y despejando de esta ecuacion, podemos obtener una expresion para el tiempo de semidesintegracion:

In2
Tijp == (5)

Como el periodo de semidesintegracion se puede medir empiricamente, la constante radiactiva viene dada por:

=22 (6)

Ti/2

Mediante esta expresion se calcula en la practica la constante de desintegracidn radiactiva (1).
B. Estudio probabilistico del proceso de desintegracion radiactiva

La expresidn general obtenida anteriormente de la ley de desintegracion radiactiva (3) determina el nimero de nucleos
que quedan o sobreviven (N) al cabo de un cierto tiempo, es decir, aquellos que no se desintegran. No obstante, no
hay que olvidar que este nimero de atomos supervivientes (N) es una variable aleatoria (Ehmann & Vance, 1991),
pues ya hemos comentado anteriormente que no se puede predecir con exactitud el momento exacto de desintegra-
cién de un nucleo. Por lo tanto, como toda variable aleatoria, necesita que precisemos, ademas de su valor, su
probabilidad dentro del espacio muestral que la define (valores posibles de la variable aleatoria) (Fernandez de la
Mora, 2002).

Para abordar el estudio probabilistico del proceso de desintegracion radiactiva debemos determinar el proceso
aleatorio que sigue este fendmeno. Si observamos el proceso, podemos afirmar que se trata de un proceso discreto
(ya que los nucleos son individuales) de sucesos independientes (pues suponemos que la desintegracion de los ntcleos
no es influyente entre distintos dtomos (Krane, 1987)), donde estudiamos la posibilidad de supervivencia o desinte-
gracion de un nucleo atémico, es decir, la posibilidad de éxito o fracaso de un proceso. Este tipo de distribuciones son
las caracteristicas de Bernoulli (Fernandez de la Mora, 2002).

C. Distribucion binomial

En un proceso de desintegracién radiactiva queremos conocer la probabilidad de supervivencia (Py) de N ntcleos
partiendo de N, nucleos (niUmero total de ensayos) al cabo de un cierto tiempo. La probabilidad de que esto suceda
se corresponde con una distribucién binomial, ya que se realizan N, ensayos independientes de Bernoulli, y es bien
sabido que la distribucién binomial no es mas que una generalizacion de varios procesos independientes de Bernoulli
(Huang, 1987). Por lo tanto, la probabilidad de obtener N éxitos (nucleos supervivientes) viene dada por la expresidon
de probabilidad de una binomial:

Py = (Il\i,o)p”q”"‘” = —N!(AI,VO ”iN), pNq"o~N (7)

Siendo, para el caso que nos ocupa, N, el nimero inicial de nucleos radiactivos (nimero total de ensayos); N el
numero de nucleos supervivientes al cabo de un cierto tiempo (nimero de éxitos en el ensayo); Py la probabilidad de
supervivencia de N nucleos habiendo partido de N, (probabilidad de N éxitos); p la probabilidad de supervivencia de
un nucleo aislado (probabilidad de éxito en un ensayo asilado); y g la probabilidad de desintegraciéon de un nucleo
aislado (probabilidad de fracaso en un ensayo aislado).
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De la ley de desintegracion radiactiva (3) podemos calcular el nimero relativo de nucleos que quedan (sobreviven)
al cabo un cierto tiempo t:

St (8)

Por lo tanto, como la expresidn anterior se puede interpretar como casos favorables entre casos posibles, la pro-
babilidad de supervivencia de un nucleo aislado (p) es precisamente (Walpole, Myers, Myers, & Ye, 2012):

p=e (9)
Y la probabilidad de desintegracién (q) sera, por lo tanto:
g=l-p=1—eH (10)

Conociendo la probabilidad de las dos casuisticas, éxito (supervivencia de un nucleo) y fracaso (desintegracién de
un nucleo), y considerando que la desintegracidén de cada nucleo es un proceso independiente y no se influyen entre
ellos, podemos calcular la probabilidad de supervivencia de N nucleos (Py) de una muestra radiactiva haciendo uso
de la distribucion binomial (7). De esta forma, la variable aleatoria N, que modela el nimero de nucleos supervivientes
al cabo de un cierto tiempo, quedaria perfectamente definida y caracterizada, con un valor y su probabilidad dentro
del espacio muestral de la misma (Walpole, Myers, Myers, & Ye, 2012).

De la distribucidon binomial podemos, ademas, determinar otros parametros estadisticos de interés, como son la
media (1), la variancia (62) y la desviacién tipica o estandar (o) (Huang, 1987):

U= Ngp=Noe =N (11)
02 = Nop(1 —p) = Nopq (12)

o =,/Nopq (13)

En el caso que nos ocupa, la desintegracion radiactiva, la media (1) representa el valor promedio de nucleos su-
pervivientes, es decir, el valor mas esperado (probable), y como se puede ver, se corresponde con el valor de nucleos
que proporciona la ley de desintegracién radiactiva (N); la variancia (62) y la desviacién tipica o estandar (o) repre-
sentan la dispersion de nucleos supervivientes con respecto a la media. Estos pardmetros estadisticos proporcionan
una idea ajustada del proceso probabilistico de desintegracidn radiactiva, ya que con la media podemos determinar el
promedio de nucleos supervivientes mas probable; y con la desviacidn estandar la dispersidon que se produce respecto
a esa media, es decir, la variabilidad real del nUmero de nucleos supervivientes.

Por lo tanto, con la distribucién binomial podemos modelar correctamente el proceso de desintegracidn radiactiva
teniendo en cuenta su naturaleza estadistica.

No obstante, el calculo probabilistico de la distribucidon binomial tiene un problema matematico asociado, que es
el cdlculo de factoriales de nimeros muy elevados, los cuales no son resolubles con la tecnologia actual (memorias de
dispositivos electrdnicos insuficientes). Este problema nos influye en gran medida, ya que el nimero de nucleos sera
habitualmente grande, del orden del nimero de Avogadro (~10%3). En estos casos podriamos contemplar la posibili-
dad de utilizar aproximaciones numéricas como la de Stirling o similares propuestas en la bibliografia (Ross, 2012) y
(Walpole, Myers, Myers, & Ye, 2012). No obstante, para simplificar y clarificar las matematicas de este proceso fisico,
debemos buscar una solucidén que nos permita calcular la probabilidad de manera mas sencilla y abordable matema-
ticamente, sin métodos numéricos que requieran célculos computacionales. Aun asi, cabe remarcar que, para un
numero de muestras menor a 100, los factoriales son plenamente calculables con la tecnologia actual (ordenadores y
calculadoras convencionales) y la distribucion binomial se ajustaria perfectamente a un modelado preciso del proceso
de desintegracion radiactiva como se ha indicado anteriormente.

Para intentar solucionar el problema comentado anteriormente, es interesante notar que la probabilidad del caso
mas esperado (la media i) en una distribucion binomial disminuye a medida que aumentamos el niUmero de ensayos
(ndcleos iniciales (Ny)) como se puede ver en las figuras 1y 2:
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FIGURA 1. Probabilidad de supervivencia de N nucleos de T, = 5370 afios al cabo de t = 7000 afios para varias muestras con
diferentes nucleos iniciales N,. El valor de las abscisas del punto maximo de cada curva (cada N,) es el valor medio/esperado (u)
de nucleos supervivientes, y las ordenadas en esos puntos indican la probabilidad de que eso suceda. Por ejemplo, para Ny = 10
nucleos iniciales, al cabo de 7000 afios, la probabilidad de que queden 7 nucleos (i) es del 25%, y de que queden 5 es de ~12%.

25 @ 4
— hY
= “
= M
2 20t 2, 1
(5] ~
= ~
s 8.
o S~

&
i 15} ~a _ |
= e p!
- i
3 9~-o
= Wi i
o
K=}
[=]
2
[=%
©
£ s}
e
ol
=
0 s L s L L s L s .
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
MNumero de nicleos iniciales (Nc-)

FIGURA 2. Para los mismos datos que en la figura 1, se muestra la probabilidad de supervivencia del caso mas esperado (la media
u) en funcién del nimero inicial de muestras (Ny) mediante 'o', sin necesidad de conocer el valor de la media. Se observa una
tendencia potencial decreciente de la que se puede interpolar una funcidn asintética que se muestra en la grafica mediante '--'del
tipo Py (Ny) = aNg “.

De la figura 2, con el fin de poder calcular la probabilidad del caso mas probable de nucleos supervivientes sin
tener que hacer uso de la distribucién binomial, que lleva implicito el calculo de factoriales de nimeros muy elevados,
se pueden interpolar los datos conocidos de probabilidad para N, bajas (calculados mediante la distribucién binomial)
a través de una funcidn asintotica de tipo potencial decreciente como:

Py(Np) = aNg“ (14)

donde a y a son constantes a determinar mediante una interpolacion valores conocidos de Py y N, a partir de la
distribucién binomial; y Py (N,) es una funcidn que proporciona la probabilidad de supervivencia de N nucleos (valor
promedio mas probable dado por la ley de desintegracion radiactiva) en funcién de N, sin necesidad de recurrir al
calculo de factoriales de la expresion (7) de la distribucidén binomial.

Esta funcién (14) ajusta los valores de probabilidad con un coeficiente de regresién R?>90%, por lo que podemos
utilizarla como una buena aproximacidn para conocer, al menos, el orden de magnitud de la probabilidad de supervi-
vencia de N nucleos cuando N, es muy elevado, evitando asi el calculo de factoriales. No obstante, no hay que olvidar
gue esta funcién no deja de ser una interpolacién que no ajusta a la perfeccién, pero soluciona el problema de los
factoriales de una forma razonablemente precisa.
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Esta caracteristica de la distribucion binomial es muy importante porque nos permite observar que la probabilidad
de supervivencia de N nucleos radiactivos al cabo de un cierto tiempo (valor que nos proporciona la ley de desinte-
gracién radiactiva (3) y se corresponde con el valor medio (u) de la distribucidn binomial) disminuye a medida que N,
aumenta, lo cual es del todo razonable, pues al existir mas nucleos iniciales (ensayos en la distribucién binomial),
aumenta el espacio muestral, y la probabilidad total se encuentra mas repartida entre todas las casuisticas posibles.

Por lo tanto, es ldgico pensar que, en casos practicos con muestras radiactivas donde se trabaja con drdenes de
magnitud de nucleos de Ny~102%3, la maxima probabilidad de supervivencia de N nucleos que proporciona la ley de
desintegracion radiactiva (3) disminuye hasta tomar valores muy pequefios o practicamente despreciables, lo cual
puede confundir a los estudiantes, ya que pueden malinterpretar que la ley de desintegracion radiactiva empeora su
modelado fisico a medida que el nimero de nucleos aumenta, cosa totalmente falsa.

Lo que sucede al trabajar con un nimero de nucleos muy elevado es que la probabilidad individual de cada casuis-
tica del espacio muestral es muy pequefia, por lo que no proporciona informacién util del modelado real del proceso.
En estos casos nos interesa conocer el rango de valores mas probables, es decir, no el valor individual (nUmero de
nucleos supervivientes) mas probable, sino el conjunto de valores (rango de posibles nlcleos supervivientes) que pro-
porcione una mayor probabilidad acumulada. De esta manera el proceso queda mejor descrito.

En consecuencia, para modelar el proceso de desintegracion radiactiva cuando el nimero de nucleos es muy ele-
vado necesitamos, ademas de la aproximacidn asintdtica de la binomial, alguna distribucidn de probabilidad que sea
capaz de determinar un rango de maxima probabilidad y aclare mejor el comportamiento estadistico de este fendmeno
fisico.

D. Distribucion de Poisson

Considerando una primera aproximacién, donde se pretenda modelar el proceso de desintegracion radiactiva de una
gran cantidad de nucleos (ensayos) caracterizados por una baja probabilidad de que suceda cada uno de ellos, si se
puede considerar que p = 0y que Ny = oo, de tal forma que la media ¢ = N,p sea constante, se puede probar que
la distribucién binomial se reduce a una distribucién de Poisson (Ross, 2012), que caracteriza la probabilidad de una
variable aleatoria como:

uNe #
NI

P(X=N)= (15)
Esta distribucion es ampliamente utilizada en la bibliografia para modelar experimentalmente el proceso de de-
sintegracion radiactiva midiendo la frecuencia de aparicidon del nimero de conteos de un contador Geiger para un
intervalo de tiempo dado (Campbell & Duarte, 2008), cuyos detalles no entran en los propdsitos de este articulo.
Esta distribucidn puede resultar util en algunos estudios experimentales de conteos Geiger, pero para el caso ted-
rico que nos ocupa, donde nos interesa calcular la probabilidad de supervivencia del nUmero de nucleos (o rango) mas
probable, sigue teniendo el problema de tener que calcular el factorial de un nimero de nuicleos superviviente (N)
que podria seguir siendo muy elevado, aunque menor que N, (nimero de nucleos iniciales) que aparecia en la distri-
bucidn binomial, por lo que la mejora con respecto a la distribucién binomial es escasa para el fin que buscamos.

E. Distribucion Normal o Gaussiana

Por otra parte, es bien sabido que, cuando se tiene una distribucidn binomial con un gran nimero de ensayos se puede
aproximar, por el teorema de Moivre-Laplace, a una distribucién normal o de Gauss (Morrison, 2003). Este es el caso
de un proceso de desintegracion radiactiva, ya que habitualmente existen un nimero muy elevado de nucleos desin-
tegrables (ensayos) (Ehmann & Vance, 1991).

La distribucién normal (o de Gauss) viene caracterizada por la famosa funcién normalizada f(x) denominada co-
munmente campana de Gauss, cuya forma se puede apreciar en la figura 1 de este articulo cuando se representa la
probabilidad de la distribucion binomial para un nimero de nucleos inicial elevado (N, T1).

() = e it (16)
f) = e

En esta funcién, como en la binomial, la o2 se corresponde con la varianza; p es la media, que representa el maximo
de la campana de Gauss; y o es la desviacidn tipica, que determina la forma de la campana (valores pequefios de o
hacen la campana mas estrecha, mientras que valores grandes de ¢ hacen campana mas ancha) (Morrison, 2003). Los
valores numéricos de estos pardmetros estadisticos se corresponden con los mismos que en la distribucion binomial
dados por las ecuaciones (11), (12) y (13).
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La funcidn f(x) es un ejemplo de funcién de densidad de probabilidad asociada a una variable aleatoria continua,
que sustituye a la funcién de probabilidad del caso discreto de la binomial, que proporcionaba la probabilidad de cada
posible valor de la variable aleatoria (Ross, 2012). Para una variable aleatoria continua, la funcion de densidad de
probabilidad establece que la probabilidad de que la variable se encuentre en un intervalo cerrado [a,b] es el drea
debajo de la curva en ese intervalo (Ross, 2012), es decir:

Pla<x <b]= [ f(x)dx (17)
Para una distribucion normal o gaussiana los valores de probabilidad entorno a la media estan muy estudiados y

tabulados en la bibliografia (Ross, 2012), de manera que se verifican las siguientes relaciones sin necesidad de recurrir
al célculo de una integral definida:

Plu—o<x<pu+o0]=0683 (18)
Plp—20 <x<p+20]=0954
—~— Plu—30c <x<u+30]=0997

T T T T )
u-30 u-20 u-o n u+o u+20 u+30

Estas relaciones indican que, en una distribucién normal (o gaussiana), hay una fuerte agrupacion de datos entorno
a la media, y que el intervalo de valores significativos se reduce, practicamente, al intervalo [ — 30 < x < u + 30].

Aplicando este resultado a nuestro caso concreto de desintegracién radiactiva, mediante la distribucion normal
podemos determinar que la supervivencia un rango de nucleos comprendido entre [u — 30 < N < u + 30] estara en
torno al 99,7%.

Es importante remarcar en este punto que, mediante la distribucidon normal, al ser una funcién de probabilidad de
variable continua, podemos determinar el rango de nucleos supervivientes con una probabilidad del 99,7%. Sin em-
bargo, no podemos calcular la probabilidad de que un nimero especifico de nucleos se desintegre, como si es posible
con la distribucidn binomial, ya que se trata de una distribucién de variable discreta. Para este propdsito, recuerde
gue, si contamos con un numero muy elevado de nucleos, se puede realizar una extrapolacién asintdtica del tipo
potencial decreciente como se ha mencionado anteriormente (14). Aunque el valor obtenido no sera de utilidad prac-
tica, ya que sera extremadamente pequefio y no brindara informacién precisa sobre el proceso de desintegracion
radiactiva real, pues simplemente proporcionara una idea del nimero de nucleos que sobrevivirdn. Cuando N, es muy
grande, es mas informativo considerar el margen o rango de valores mas probable en lugar de enfocarse en el valor
mas probable de forma aislada, el cual, como hemos comentado, tendra una probabilidad individual insignificante.

F. Interpretacion final de la ley de desintegracidn radiactiva

Todo lo visto en este apartado se resume en el diagrama de flujo mostrado a continuacion, el cual puede servir a
estudiantes y docentes para aplicarlo al estudio del proceso estadistico de la desintegracién radiactiva.

En este diagrama se puede ver, en primer lugar, que la ley de desintegracién radiactiva proporciona el valor mas
probable del nimero de nucleos superviviente o que quedan sin desintegrar (N) al cabo de un cierto tiempo mediante
la expresion (3). De esta ley se puede obtener la probabilidad de supervivencia de cada nucleo por separado (p), y la
probabilidad de desintegracion (q), a través de las expresiones (9) y (10).

Para determinar la probabilidad de la variable aleatoria que caracteriza el nimero de nucleos supervivientes (N)
partiendo de N, nucleos, podemos hacer uso de la distribucién binomial (suponiendo que los procesos de desintegra-
cién de cada nucleo son independientes entre ellos), cuya media (u) y desviacidn tipica (o) vienen determinadas por
esta distribucién mediante las expresiones (11) y (13).

Si el nimero inicial de nucleos (N,) es menor que 100, se puede utilizar sin problema la expresién convencional de
la distribucién binomial (7) para calcular la probabilidad requerida (Py).

Si Ny > 100, podemos tener problemas en el célculo de factoriales de nimeros elevados, por lo que deberemos
realizar, en este caso, una interpolacién asintética de la distribucion binomial dada por la ecuacién (14) para determi-
nar de forma estimada el orden de magnitud de la probabilidad individual de la variable aleatoria (Py). Ademas, para
un nimero muy elevado de nucleos, la distribucién binomial se puede aproximar por una distribucién normal, me-
diante la cual se puede estimar que la probabilidad de que la variable aleatoria (nimero de nucleos supervivientes N)
esté el rango de valores comprendidos entre la media y tres veces su desviacion tipica (¢ £ 30) sea del 99,7%.

Con todo, es posible y necesario determinar, a través de la ley de desintegracidn radiactiva y las distribuciones de
probabilidad presentadas, la cantidad mas probable de nucleos supervivientes (N y a) y su probabilidad Py (o su rango
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mas probable Py 3,), ya que estamos tratando con eventos naturales de cardcter probabilistico y estadistico que llevan
asociados el uso de variables aleatorias, las cuales se deben expresar con precision tanto en valor como en probabili-
dad.

LEY DE DESINTEGRACION RADIACTIVA

|' DISTRIBUCION BINOMIAL
L CONVEMCIONAL

h i

APROXIMACION ASINTOTICA DE O &Ny=<100? i
LA DISTRIBUCION BINOMIAL

{PN(NO) = aNg® }

~
h

N,!
[ DISTRIBUCION NORMAL

NoA wow .
p. = (NoY o poio-n — N _Ng-N
n (N)p q N, — P 1

"y

h 4

Plu—30 <x < pu+30] = Py,3, = 0,997 }

La opcién mas probable es que gueden/sobrevivan N
nucleos radiactivos con una probabilidad Pay.

Si hay mucho nicleos, hay una probabilidad del 99,7%
de que sobrevivan en un rango de u * 30 )

FIGURA 3. Diagrama de flujo del proceso estadistico de la ley de desintegracién radiactiva.

lIl. EJEMPLO PRACTICO

En este apartado se presenta un ejemplo practico de aplicacién diddactica para desarrollar en el aula, similar a los que
se pueden encontrar en la bibliografia y libros de texto de esta tematica. Con este ejemplo se puede introducir y expli-
car adecuadamente el caracter probabilistico y estadistico de la ley de desintegracion radiactiva de una forma
secuenciada, integrada y comprensible para el alumnado.

Supongamos una muestra radiactiva formada por un tipo de isétopo radiactivo con un periodo de semidesintegracion de 10
dias.
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Con la expresién (6) podemos calcular la constante de desintegracidn radiactiva (A):

A= “1‘—02 = 0,0693 dias™! (19)

a) Si inicialmente la muestra contenia 100 nucleos, calcule la cantidad de nucleos que quedan al cabo de 8 dias.

Este enunciado es un ejemplo comun y tipico que se puede encontrar en cualquier colecciéon de problemas sobre
la ley de desintegracion radiactiva. Se resolveria aplicando dicha ley (3):

N = Nye™ = 100006938 = 57 44 = 57 nicleos (20)

Y habitualmente nos quedariamos aqui y diriamos: “Al cabo de 8 dias quedaran 57 nucleos sin desintegrar”. Sin
embargo, como hemos explicado anteriormente, el nimero de nucleos superviviente N es una variable aleatoria, por
lo que cabria especificar también la probabilidad de que queden 57 nucleos. Ademas, se debe remarcar al alumando
y hacer hincapié en que esta no es la Unica solucion posible, pues estamos ante un problema probabilistico, donde
existen multiples soluciones (que sobrevivan 0,1,2,3,....,98,99,100 nucleos), cada una de ellas con su probabilidad co-
rrespondiente, y no se puede calcular el nimero de nucleos supervivientes exactos de manera determinista. En este
caso, por ejemplo, el resultado ha dado 57,44, por lo que la probabilidad de que queden 57 o 58 es seguramente muy
similar, aunque un poco mayor la de 57.

Por lo tanto, resolver este ejercicio expresando Unicamente el nUmero de nucleos que sobreviven es incompleto,
pues debemos proporcionar los datos probabilisticos que definan correctamente a la variable aleatoria N. Este proceso
se obvia en la gran mayoria de libros de texto, y es un error conceptual que el alumnado arrastra a lo largo de su
formacidn y que deberia tratarse con el rigor que corresponde, ya que, de lo contrario, la percepcidn del estudiante es
gue esta ley proporciona resultados deterministas, no probabilisticos. Esta reflexion es lo que se debe extraer de este
primer apartado.

b) Si inicialmente la muestra tenia 3 nucleos, explica detalladamente qué podria suceder con estos 3 ntcleos al cabo de 1
dia; 6 dias; 10 dias; 14 dias y 40 dias.

Como tenemos un numero de nucleos pequerio y abordable, podemos utilizar la distribucidn binomial para resolver
este problema. En primer lugar, debemos contemplar todas las posibilidades que le pueden suceder a la muestra, que
inicialmente cuenta con 3 nucleos (N, = 3), es decir, el espacio muestral de la variable aleatoria N, que es este caso
es:

- Que no sobreviva ningun nucleo (Ny=3, N=0)
- Que sobreviva 1 nucleo (Ny=3, N =1)

- Que sobrevivan 2 nucleos (Ny,=3, N =2)

- Que sobrevivan 3 nucleos (Ny,=3, N =3)

Por lo tanto, el espacio muestral de la variable aleatoria N es {0,1,2 y 3}, que se corresponde con todos los posibles
valores que puede tomar. Debemos calcular para cada caso (para cada instante de tiempo t que indica el enunciado),
la probabilidad de que suceda cada uno de estos valores.

t =1dia (t <<T1/2)

Calculamos la probabilidad de supervivencia de un nucleo aislado (que sera la misma para todos los nucleos, ya
gue son procesos independientes) mediante la expresidn (9):

p =e M =¢7006%1 = 0933 (21)
La probabilidad de desintegracidn de un nucleo aislado sera, por lo tanto (10):
q=1-p=0,067 (22)
Calculamos ahora las probabilidades de cada caso que podia sucederle a la muestra mediante la expresién (7):

- Probabilidad de que no sobreviva ningin nucleo (N =0)

N, - 3! ~
Py = (1\;)> pNgNo—N = O!(3—0)!0’93300’0673 0 = 0,0003 (23)
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- Probabilidad de que sobreviva 1 nucleo (N =1)

_ (No\, N No-N _ __3! 3.1 _
P = (,\;’)p qho —m0,93310,067 1=0,0125 (24)

- Probabilidad de que sobrevivan 2 nucleos (N =2)

_ (No\. N, nNg-N _ _ 3! 2 3-2 _
P, = (N)p g = 520,93320,067°72 = 0,1749 (25)

- Probabilidad de que sobrevivan 3 ntcleo (N = 3)

_ (No\. N, nNg-N _ _ 3! 3 3-3 _
Py = (N)p g = 5 2-09330,067°7 = 0,8122 (26)

Por lo tanto, al cabo de 1 dia pueden haber pasado 4 situaciones:

1. Que no sobreviva ningun nucleo, es decir, que se hayan desintegrado los 3 nucleos iniciales. Este caso es el menos
probable, con una probabilidad del 0,03%.

2. Que quede/sobreviva 1 solo nlcleo, es decir, que se hayan desintegrado 2 nucleos. Este caso puede suceder con
una probabilidad del 1,25%.

3. Que queden/sobrevivan 2 nucleos, es decir, que se haya desintegrado 1 nucleo Unicamente. Este caso puede
suceder con una probabilidad del 17,49%.

4. Que queden los 3 nlcleos, es decir, que no se haya desintegrado ningun nucleo. Este es el caso mas probable,
con una probabilidad del 81,22%

La suma de todas las probabilidades debe dar el 100%.
Los resultados son plenamente I6gicos, pues al ser t <<T,, es de esperar que lo mas probable es que queden
practicamente todos los nucleos sin desintegrar y el menos probable que se desintegren todos.

t = 6dias (t < Ty)
Calculamos la probabilidad de supervivencia de un nucleo aislado:
p = e M = 7006936 — ( 6598 (27)
La probabilidad de desintegracion serd, por lo tanto:
q=1-p=0,3402 (28)
Calculamos ahora las probabilidades de cada caso que podria sucederle a la muestra:

- Probabilidad de que no sobreviva ningln nucleo (N =0)

N, _ 3! _
Po = ( NO)quNo W = 55 0,340200,6598° 0 = 0,0394 (29)

- Probabilidad de que sobreviva 1 nicleo (N =1)

N, _ 3! _
P, = (1\;’) pNgNo=N = 1!(3_1)!0,340210,65983 1=10,2291 (30)

- Probabilidad de que sobrevivan 2 nucleos (N =2)

N, _ 3! _
P, = (NO)quNo W = 525 0,340220,6598° 2 = 0,4443 (31)

- Probabilidad de que sobrevivan 3 nicleo (N = 3)

N, _ 31 B
Py = (A}’)p”q”*) N = S5 0340270,6598% % = 0,2872 @2)

Por lo tanto, al cabo de 6 dias pueden haber pasado 4 situaciones:

1. Que no sobreviva ningn nucleo, es decir, que se hayan desintegrado los 3 ntcleos iniciales. Este caso es el menos
probable, y puede suceder con una probabilidad del 3,94%.
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2. Que quede/sobreviva 1 solo nucleo, es decir, que se hayan desintegrado 2 nucleos. Este caso puede suceder con
una probabilidad del 22,91%.

3. Que queden/sobrevivan 2 nucleos, es decir, que se haya desintegrado 1 nicleo Unicamente. Este es el mas pro-
bable, y puede suceder con una probabilidad del 44,43%.

4. Que queden los 3 nucleos, es decir, que no se haya desintegrado ningun nucleo. Este caso puede suceder con
una probabilidad del 28,72%

La suma de todas las probabilidades debe dar el 100%.

Los resultados son plenamente I6gicos, pues al ser t < T ,, es de esperar que lo mas probable es que queden sin
desintegrar mds de la mitad de los nucleos. Los casos extremos vemos que también concuerdan, pues es de esperar
quessit < T/, sea mas probable que queden todos los nucleos sin desintegrar que se desintegren todos.

Como en los casos anteriores, calculamos la probabilidad de supervivencia y desintegracidon de un nucleo aislado:

=eM=¢

P —0,0693-10 — 0‘5 (33)
gq=1-p=05 (34)
Calculamos ahora las probabilidades de cada caso que podria sucederle a la muestra:

- Probabilidad de que no sobreviva ningn nucleo (N =0)

_ (No\. N Ng-N _ _ 3! 0 £3-0 _
Py = (N)p g = - 2=0500,530 = 0,125 (35)

- Probabilidad de que sobreviva 1 nicleo (N =1)

N, _ 3! _
P, = (I;)quNo V= 0,510,557 = 0375 (36)

- Probabilidad de que sobrevivan 2 nucleos (N =2)

N, _ 3! _
P, = (I;)quNo V= 525 05%0,5%72 = 0375 (37)

- Probabilidad de que sobrevivan 3 ntcleo (N = 3)

— (No\, N, No-n — _ 3! 3 23-3 _
Ps = (N)p gV = 220520528 = 0,125 (38)

Por lo tanto, al cabo de 10 dias pueden haber pasado 4 situaciones:

1. Que no sobreviva ningun nucleo, es decir, que se hayan desintegrado los 3 nucleos iniciales. Este caso puede
suceder con una probabilidad del 12,5%

2. Que quede/sobreviva 1 solo ntcleo, es decir, que se hayan desintegrado 2 nucleos. Este caso puede suceder con
una probabilidad del 37,5%.

3. Que queden/sobrevivan 2 nlcleos, es decir, que se haya desintegrado 1 ndcleo Unicamente. Este caso puede
suceder con una probabilidad del 37,5%.

4. Que queden los 3 nucleos, es decir, que no se haya desintegrado ningln nucleo. Este caso puede suceder con
una probabilidad del 12,5%

La suma de todas las probabilidades debe dar el 100%.

Los resultados son también los esperados, pues al ser t = T /5, es de esperar que queden la mitad de los nucleos
iniciales. Como inicialmente teniamos 3, la mitad son 1 o0 2 (no podemos tener 1,5 nicleos), con la misma probabilidad
del 37,5%. Los casos extremos, que no se desintegre ninguno o que se desintegren los 3, son los menos probables,
pero pueden suceder cada uno con una ocurrencia del 12,5%, que para nada es despreciable.

t = 14 dias (¢t > Ty 5)
Como en los casos anteriores, calculamos la probabilidad de supervivencia y desintegracidon de un nucleo aislado:

p = e M = 70069314 = 03789 (39)
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g=1-p=0,6211 (40)
Calculamos ahora las probabilidades de cada caso que podria sucederle a la muestra:

- Probabilidad de que no sobreviva ningln nucleo (N =0)

— (N NNo-N — __3! 0 3.0 _
Py = (l\f)p qMoN = 5 o50,37890,6211°° = 0,2396 (41)

- Probabilidad de que sobreviva 1 nicleo (N =1)

— (No\ N No-N — __3! 3.1 _
P = (,\;’)p g™V = 1!(3_1)!0,378910,6211 1=0,4385 (42)

- Probabilidad de que sobrevivan 2 nucleos (N =2)

_ (No\ N, Ng-N _ _ 3! 2 3-2 _
P, = (N)p gV = 2 2-0,3789%0,6211372 = 0,2675 43)

- Probabilidad de que sobrevivan 3 ntcleo (N = 3)

_ (No\ N, nNg-N _ _ 3! 3 3-3 _
Py = (N)p gV = 22=0,3789%0,621137 = 0,0544 (44)

Por lo tanto, al cabo de 14 dias pueden haber pasado 4 situaciones:

1. Que no sobreviva ningln nucleo, es decir, que se hayan desintegrado los 3 nucleos iniciales. Este caso puede
suceder con una probabilidad del 23,96%

2. Que quede/sobreviva 1 solo nucleo, es decir, que se hayan desintegrado 2 nucleos. Este caso es el mds probable,
y puede suceder con una probabilidad del 43,85%.

3. Que queden/sobrevivan 2 nucleos, es decir, que se haya desintegrado 1 nucleo Unicamente. Este caso puede
suceder con una probabilidad del 26,75%.

4. Que queden los 3 nucleos, es decir, que no se haya desintegrado ningun nucleo. Este caso puede suceder con
una probabilidad del 5,44%

La suma de todas las probabilidades debe dar el 100%.

Los resultados son también los esperados, pues al ser t > T /,, es de esperar que el caso mas probable sea que se
hayan desintegrado mas de la mitad de los nucleos y quede solamente 1 ndcleo. La probabilidad de que queden/so-
brevivan 2 nucleos es mayor que la probabilidad de que no quede ninguno, este puede ser debido a que el tiempo no
es suficientemente grande, es decir, estamos todavia muy cerca del tiempo de semidesintegracidn, por eso es mas
probable que queden 2 que no quede ninguno. El caso menos probable es el que establece que sobreviven todos los
nucleos, pues es evidente que si hemos sobrepasado el Ty ,, es muy poco probable que sigan todos los nucleos sin
desintegrarse, no obstante, no es imposible, hay un 5,44% de probabilidad de que esto ocurra.

t = 40dias (t > Ty )
Como en los casos anteriores, calculamos la probabilidad de supervivencia y desintegraciéon de un nucleo aislado:
p = e M = 70069340 — 00625 (45)
q=1-p=209375 (46)
Calculamos ahora las probabilidades de cada caso que podria sucederle a la muestra:

- Probabilidad de que no sobreviva ningin nucleo (N =0)

N, - 3! B
Po = (\0) g0 = -0,0625°0,0625%° = 0,8239 @)

- Probabilidad de que sobreviva 1 nucleo (N =1)

N, _ 3! _
P, = (1\;’) phghiN = S-0,062510,0625° 1 = 0,1648 (48)
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- Probabilidad de que sobrevivan 2 nucleos (N =2)

— (No\ N No-N — __3! 2 3-2 _
Py = (1\;’)10 g™V = 5 o—=0,062520,0625°% = 0,011 (49)

- Probabilidad de que sobrevivan 3 ntcleo (N = 3)

_ (No\. N, nNg-N _ _ 3! 3 3-3 _
Py = (N)p g = 20,0625%0,0625%2 = 0,00024 (50)

Por lo tanto, al cabo de 40 dias pueden haber pasado 4 situaciones:

1. Que no sobreviva ningun nucleo, es decir, que se hayan desintegrado los 3 nucleos iniciales. Este caso es el mas
probable, y puede suceder con una probabilidad del 82,39%.

2. Que quede/sobreviva 1 solo nucleo, es decir, que se hayan desintegrado 2 nucleos. Este caso puede suceder con
una probabilidad del 16,48%.

3. Que queden/sobrevivan 2 nlcleos, es decir, que se haya desintegrado 1 nucleo Unicamente. Este caso puede
suceder con una probabilidad del 1,1%.

4. Que queden los 3 nucleos, es decir, que no se haya desintegrado ningun nucleo. Este es el caso menos probable,
con una probabilidad del 0,024%

La suma de todas las probabilidades debe dar el 100%.

Los resultados son plenamente légicos, pues al ser t >> T s,, es de esperar que lo mas probable es que no queden
nucleos por desintegrar, es decir, que se hayan desintegrado todos, o casi todos. Pero siempre es interesante remarcar
gue no es la Unica posibilidad, pues en este caso, por ejemplo, hay un 16,48% de probabilidad de que quede todavia
un nucleo por desintegrar, lo cual no es para nada despreciable.

En este apartado (b) es importante hacer ver al alumnado que el proceso de desintegracion radiactiva viene carac-
terizado por la variable aleatoria N (nimero de ntcleos supervivientes), la cual puede tomar varios valores, cada uno
con su probabilidad asociada que se puede calcular con la distribucidén binomial (7), y es fundamental que asi se con-
temple y se exprese dicha variable para evitar errores de concepto.

¢) Repita el apartado (b) aplicando directamente la ley de desintegracion radiactiva, sin tener en cuenta parametros proba-
bilisticos. ¢Se puede extraer alguna conclusion comparando los resultados obtenidos en (b) y (c)?

Aplicamos en todos los casos la ley de desintegracion radiactiva general dada por la expresion (3):

- tdias: N = Nye ™™

- t=1dia:N =3-¢7906931 = 2 79 = 3 n(cleos

- t=6dias: N =3-¢7%06936 = 198 = 2 nicleos

- t=10dias: N =3 -e79069310 — 1 5 pyicleos = 1 0 2 ndcleos
- t=14dias: N =3 -¢70069314 — 1 13 = 1 ndcleo

- t=40dias: N = 3-¢70069340 — (0 18 = ( ndcleos

Si comparamos estos resultados con los obtenidos en el apartado (b) podemos observar que los obtenidos en este
apartado (c) con la ley de desintegracion radiactiva, aplicando redondeo matematico, proporciona el nimero de nu-
cleos supervivientes mas probable (calculados en (b) mediante la distribucién binomial). En el caso de que existan dos
posibilidades con la misma probabilidad, la ley de desintegracién lo indica con el valor medio de las dos posibilidades,
es decir, con el decimal N,5.

En este apartado, es interesante hacer ver a los estudiantes que cuando aplicamos la ley de desintegracion radiac-
tiva estamos calculando el valor del caso mas probable de nucleos supervivientes (N), y deberiamos expresar también
su probabilidad para caracterizar bien esta variable aleatoria. Ademas, siempre hay que hacer alusion a que esta posi-
bilidad no es la Unica, pues podrian suceder otras casuisticas menos probables que se pueden determinar a partir de
la distribucién binomial como hemos hecho en el apartado (b). Aunque habitualmente, el caso que mas nos interese
sea el mas probable.

d) Calcule el numero de dtomos supervivientes mds probable que quedan al cabo de 2 dias partiendo de 1 mol de dtomos y
determine su probabilidad.

Si tenemos 1 mol de dtomos, inicialmente tendremos 6,022-10%3 nicleos atémicos por desintegrar. Por lo tanto,
aplicando la ley de desintegracion radiactiva, al cabo de 2 dias, el caso mas probable es que queden:

www.revistas.unc.edu.ar/index.php/revistaEF
REVISTA DE ENSENANZA DE LA FiSICA, Vol. 36, n.° 2 (2024) 155



http://www.revistas.unc.edu.ar/index.php/revistaEF

Naturaleza estadistica y probabilistica de la ley de desintegracion radiactiva

N = Nye ™ = 6,022 - 10237006932 = 5 24.. 1023 niicleos (51)

Para calcular la probabilidad de que sobrevivan esa cantidad de nucleos (Py), deberiamos hacer uso de la distribu-
cién binomial (7), pero aparecen factoriales de nimeros muy elevados (6,022 - 10%3! y 5,24 - 1023! concretamente)
qgue no se pueden calcular con calculadoras u ordenadores convencionales.

Por lo tanto, si se quiere calcular de manera aproximada la probabilidad de que queden exactamente esa cantidad
de nucleos, debemos hacer una interpolacion asintética como modela la expresion (14).

Para ello, calculamos inicialmente la probabilidad de supervivencia (p) y de desintegracién (q) de 1 ndcleo atémico:

p = e M = 7006932 = (,8706 (52)
q=1—-p=0,1294 (53)
Tomamos ahora 2 casos de N, con los que podamos calcular la Py mediante la distribucion binomial:

- Consideremos, por ejemplo, N, = 50, entonces:

o El nimero de nicleos més probable es N = 50906932 = 44 nicleos
i — (No\ . N No-N _ 50! 44 50—44 _
oSu probabilidad Pg, = (N)p U = e 0,8706440,1204574 = 16,77 %

- Consideremos, por ejemplo, N, = 80, entonces,

o El nimero de nucleos mas probable es N = 80e %9932 = 70 n(cleos
go!

oSu probabilidad P,, = (IX;)) pNghoN = —32__87067°0,129480-70 = 13,28% .

~ 701(80—70)!

Calculamos ahora las constantes a y a de la interpolacién asintética (14):

— ~ —-a
{P‘*“(SO) =01677=a50™ | _ 1 169; « = 0,496 (54)

P,4(80) = 0,1328 = a80~%

Es decir, la funcidn asintdtica que modela aproximadamente (con R<90%) la probabilidad de suceso mas probable
de nucleos superviviente proporcionados por la ley de desintegracidn radiactiva es:

Py(No) = 1,169N,, ***° (55)

Para obtener esta ecuacién se ha desarrollado una interpolacion simple de 2 puntos Unicamente, pero se pueden
tomar otros valores de N, y Py para realizar una interpolacién por minimos cuadrados de manera mds precisa. No
obstante, teniendo en cuenta el alumnado al que va dirigido este articulo, y considerando que esta interpolacién
proporciona Unicamente una estimacion del orden de magnitud de la probabilidad que buscamos, la cual tampoco
dara una informacidén definitiva del proceso de desintegracion radiactiva, creemos que es suficiente realizar una in-
terpolacidn simple y no complicar mas el desarrollo matematico.

Por otra parte, se puede comprobar con el alumnado si esta funcién ajusta bien o no para que se familiaricen con
funciones de interpolacién, tan importantes en los campos cientificos y de ingenieria. Para ello, podemos tomar un
numero de nucleos iniciales (N,) con el que podamos calcular la probabilidad de supervivencia mediante la binomial
y compararla con la probabilidad que proporciona la expresidn de la aproximacion asintética (55).

Por ejemplo, para N, = 100, quedarian, segun la ley de desintegracién radiactiva (3) un total de:

N = Nye ™ = 100e~%96932 = 87 n(icleos supervivientes (56)

Con la distribucion binomial (7) podemos calcular la probabilidad de que esto ocurra:

BIN — (No\. N No-N _ 100! 87 100-87 _ _
PN = (N)p gl = 871(100-87)] 0,8706°70,1294 =0,1178 =11,78% (57)

Con la aproximacion asintdtica (55) obtenemos un valor de:
P&INT(100) = 1,169N, ***° = 1,169 - 1007°4% = 0,1191 = 11,91% (58)

Vemos, por lo tanto, que la funcidn asintética ajusta bien, pues en ambos casos se obtiene un valor alrededor del
11% de probabilidad. Es importante recordar que esta interpolacion funciona bien para N, grandes, de lo contrario es
preferible aplicar directamente la expresion exacta de la distribucion binomial (7).
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Finalmente, retomando el problema original de este apartado (d), aplicamos la interpolacién asintética obtenida
(55) para el caso que nos ocupa (N, = 1 mol = 6,022 - 10?3 nucleos), ya que no podemos aplicar directamente la
binomial por los niUmeros tan elevados que aparecen:

Ps 241023 (6,022 - 1023) = 1,169 - (6,022 - 102%)704% = 1,87 10712 = 1,87 - 107109 (59)

Este resultado significa que la probabilidad de que queden exactamente 5,24 - 1023 nucleos al cabo de 2 dias (valor
que proporciona la ley de desintegracién radiactiva) es del 1,87 - 1071%%. Como se puede ver, este valor de probabi-
lidad es practicamente despreciable y no aporta informacion util. De hecho, podria incluso llegar a confundir al
alumnado, ya que podria interpretar que no tiene mucho sentido que el valor que nos proporciona la ley de desinte-
gracion radiactiva es el mas probable y tiene tan solo un 1,87 - 1071%%, Sin embargo, asi es.

En resumen, en este apartado (d) es importante remarcar varios aspectos al alumnado. El primero es que, al tra-
bajar con una cantidad muy grande de nucleos radiactivos, la distribucién binomial no es factible utilizarla por
problemas numéricos de calculo matematico, y se debe hacer una interpolacién asintética como la desarrollada en
este articulo del tipo potencial decreciente (14). En segundo lugar, se debe comprender que, al aumentar el nimero
de nucleos, la probabilidad total de las casuisticas posibles se reparte, de manera que la probabilidad del caso mas
probable disminuye hasta valores muy pequefios o incluso despreciables. Por lo tanto, este valor de probabilidad no
proporciona informacién realmente util del proceso de desintegracion radiactiva.

e) Calcule la media, la varianza y la desviacion tipica del caso anterior (apartado (d)) e interprete los valores obtenidos.

Como el proceso de desintegracion radiactiva se puede modelar mediante una distribucidon binomial, podemos
calcular datos estadisticos de utilidad como la media, la varianza y la desviacidn tipica a partir de las expresiones (11),
(12) y (213):

= Nop = 6,022 - 1023700692 — 5 24 . 1023 (60)
0% = Nop(1—p) = 5,24 1023 (1 — e~00692) = 6,754 - 1022 (61)
o =2,598- 10! (62)

De los resultados obtenidos podemos interpretar, en primer lugar, que la media se corresponde con el valor que
proporciona la ley de desintegracion radiactiva (3), que es el valor mas probable de que suceda en el proceso. Por otra
parte, la varianza y la desviacidn tipica indican la dispersidn de los datos entorno a la media. En este caso, la desviacién
tipica indica que los casos mas probables de nucleos supervivientes se encuentran en torno a la media en un margen
aproximado de ~10'! nicleos. Como la media es del orden de ~10%3nucleos, podemos afirmar que el rango de valo-
res mas probables de nucleos supervivientes esta en un margen relativamente estrecho en torno a la media.

En este apartado se debe trabajar la interpretacion correcta de los parametros estadisticos (media, varianza y des-
viacion tipica) de la distribucion binomial para tener una buena concepcién del proceso estocastico de la
desintegracion radiactiva. También es importante conducir al alumnado a la necesidad y el interés de conocer el rango
mas probable de nucleos supervivientes cuando tratamos con una gran cantidad de muestras, y no solo la probabilidad
individual del caso mas probable como se ha hecho en apartados anteriores.

f) Encuentre el rango de nucleos supervivientes mds probable del apartado (d)

Para determinar el rango mas probable de nucleos supervivientes cuando la cantidad de muestras es muy elevada
debemos hacer uso de distribuciones de probabilidad diferentes a la binomial debido a los problemas que conlleva
calcular el factorial de nimeros muy elevados.

En una primera aproximacién, como se ha discutido en el apartado tedrico de este articulo, se podria pensar en
utilizar una distribucién de Poisson cuando p es muy pequefia y N, muy elevado. Pero para el caso que nos ocupa, la
probabilidad no es precisamente pequefia, p = 0,87, la cual no se puede considerar ni mucho menos mucho menor
que 1. Ademds, siguen apareciendo factoriales de nimeros muy elevados, pues N! = 5,24 - 1023! no es resoluble
computacionalmente (aunque es menor que N,! = 6,022 - 1023!1). Para el fin que buscamos, que se corresponde con
encontrar la probabilidad de nucleos supervivientes de una muestra radiactiva al cabo de un cierto tiempo, no se
recomienda el uso de la distribucidon de Poisson de manera generalizada, ya que necesita una presuncion bastante
limitante y rigurosa de que p < 1y de que N, sea grande.

Descartada la distribucion de Poisson, como se ha descrito en el desarrollo tedrico, cuando el nimero de nucleos
es muy elevado se puede aproximar la distribucidn binomial de variable discreta por una distribucion normal o gaus-
siana de variable continua para modelar un mismo proceso, cuyos datos estadisticos de media, varianza y desviacion
tipica vienen determinados por las expresiones (11), (12) y (13) de la distribucion binomial. Para nuestro caso concreto
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tenemos que la funcién de densidad de probabilidad que modela el proceso aleatorio de supervivencia de nucleos
radiactivos es, por lo tanto:

—(x—5,24-1023)2

1 e 267541022 (63)

f(x) = 2,598-1011y21

Tomando entonces el proceso de desintegracion radiactiva como una distribuciéon normal, es bien sabido que en
este tipo de distribuciones se cumple que la probabilidad en un rango de 130 alrededor de la media es del 99,7% (18),
es decir:

P(524-10%% —=3-2,598- 1011 < N <524 -10%3 4+ 3-2,598 - 1011) = 99,7% (64)

Nétese que, como el orden de magnitud de la media (4 = 5,24 - 10%3) es mucho mayor que el de la desviacién
tipica (o = 2,598 - 101), la amplitud de la campana de Gauss es muy estrecha entorno a la media, como ya se habia
predicho en el apartado (e). Se puede afirmar entonces que, la probabilidad de que se sobrevivan 5,24 - 1023 + 3 -
2,598 - 101! nucleos es del 99,7 %, y a nivel practico, la ley de desintegracién radiactiva nos proporciona el valor medio
mas probable en un rango muy estrecho comparado con la media. La figura 4 muestra graficamente lo expuesto en
este parrafo.

10719 _
.Ia C T T T T T T A
16 1000 H 1000 .
<l L. -l -
< > ‘ﬁ- >
14}F -
1.2 1 —
8 1 1
= ||
T 08 e .
vl 99,7%
0.6 - /' -
0.4} .t .
0.2 i 4
60 | |
—>| —
| | | L L L | | I 1 |
5.2425 5.2425 5.2425 5.2425 5.2425 5.2425 5.2425 5.2425 5.2425 5.2425
Numero nicleos supervivientes (N) w1022

FIGURA 4. Funcién de densidad de probabilidad f(x) (ecuacidn (63)) multiplicada por 100 del proceso de desintegracién radiac-
tiva que se plantea en el apartado (d) aproximado por una distribucion normal o gaussiana. Se muestra en un margen
de +1000 donde se puede apreciar que los valores mas probables se encuentran agrupados fuertemente entorno a
la media en un rango de +3a, y aunque su probabilidad individual sea del orden de 10'1°%, la probabilidad acumulada
de todos ellos es del 99,7%.

También es importante aclarar y remarcar en este apartado que, la probabilidad de que se sobreviva exactamente
el valor que proporciona la ley de desintegracién radiactiva (N = 5,24 - 10?3 nucleos) es extremadamente pequefia,
del orden de 10'1%%, como hemos visto en el apartado (d), donde hemos calculado esta probabilidad con una aproxi-
macion asintotica de la distribucidn binomial (59). Es necesario hacer hincapié y subrayar la diferencia entre los valores
calculados en los apartados (d) y (f), aclarando que, la probabilidad acumulada de que sobrevivan el rango de valores
de 5,24 - 1023 4+ 3- 2,598 - 10 nucleos es del 99,7 %, pero la que queden exactamente 5,24 - 1023 es solamente del
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101%%. Aqui radica la importancia en la comprensién de la naturaleza estadistica del proceso de desintegracién radiac-
tiva y su significado fisico a la hora de realizar calculos con dicha ley.

g) De los datos del apartado (d), encuentre la probabilidad de que sobrevivan entre u — 30 y u — 0,50 nucleos radiactivos

Para finalizar el ejemplo practico, se propone calcular la probabilidad en un rango diferente al de los valores tabu-
lados de la distribucién normal entorno a la media (18). Para ello, no queda mas remedio que utilizar la funcién de
densidad de probabilidad (63) y calcular el area que hay debajo de esta funcién en el rango que se establece en el
enunciado. Para ello, es necesario resolver una integral definida que se puede calcular de manera numérica con he-
rramientas computacionales como MATLAB o Wolfram Alpha.

—(x—s,24»1023)2

P(u—30<N< p—050) = [F0%° L ___ o 2 dx =03072 = 30,72% (65)

k=30  2598-1011V2n

La interpretacidn de este resultado es que la probabilidad de que el nimero de nucleos supervivientes se encuentre
entre u — 30 y u — 0,50 es del 30,72%. De esta manera, queda determinada también la forma en la que se puede
calcular la probabilidad de supervivencia de cualquier rango que se desee conocer, no solo del mds probable como
hizo en el apartado (f). Si se quisiera conocer la probabilidad individual de un nimero de nucleos en concreto se podria
realizar una interpolacidn asintdtica del mismo tipo que se realizé en (14) para el caso mas probable.

En este apartado también es interesante calcular la probabilidad de que sobrevivan u + 30 mediante la resolucién
de la integral de densidad de probabilidad para comprobar que, efectivamente, el resultado es del 99,7% como esta-
blece la bibliografia y como hemos hecho uso en el apartado (f). De esta manera quedan correlacionados todos los
conceptos estudiados en este articulo sin errores conceptuales ni posibles lagunas en el proceso de aprendizaje.

IV. CONCLUSIONES

En este articulo se ha presentado un estudio cuantitativo sobre la naturaleza estadistica y probabilistica de la ley de
desintegracion radiactiva, lo cual no suele realizarse y genera errores de concepto en el estudiantado.

En primer lugar, se ha deducido la ley de desintegracion radiactiva y se ha realizado el estudio tedrico de su natu-
raleza probabilistica. Suponiendo que los nucleos radiactivos se desintegran de forma independiente, la distribucion
binomial modela a la perfeccién este fendmeno, pudiendo determinar el valor y la probabilidad del nimero de nucleos
supervivientes en todo el espacio muestral. Con la media y la desviacion tipica de esta distribucion observamos el
valor mas esperado de nucleos supervivientes y la dispersién de los mismos. Sin embargo, cuando el nimero de nu-
cleos es muy elevado no se puede utilizar la distribucion binomial debido a problemas de célculo numérico en los
factoriales. Por ello, se ha mostrado en el articulo una manera de interpolar asintéticamente una funcion que permita
calcular la probabilidad del caso mas esperado sin necesidad de recurrir a la expresion de la distribucion binomial. Esta
interpolacidn muestra que, a medida que hay mas muestras, la probabilidad de supervivencia del caso mas probable
disminuye, lo cual indica que, para un nimero de nucleos muy elevado, la probabilidad individual del caso mas pro-
bable sera despreciable y lo que nos interesara es la probabilidad del rango mds probable.

Para abordar este tema, se proponen otras distribuciones a las que tiende la binomial cuando el nimero de mues-
tras es muy elevado. La primera es la distribuciéon de Poisson, que en la bibliografia y en procesos experimentales
puede ser muy util, pero para el fin que buscamos no es la idénea por las restricciones que requiere su aproximacion
respecto a la binomial. La segunda es la distribucion normal o gaussiana, mediante la cual transformamos un proceso
estadistico de variable discreta en uno de variable continua para poder calcular la probabilidad en un rango determi-
nado. En el articulo se especifica el rango en el que la probabilidad es mas probable, asi como la manera de calcular la
probabilidad del rango que se desee.

Para finalizar el apartado tedrico se presenta un diagrama de flujo sobre el proceso estadistico de desintegracion
radiactiva que resume todo lo expuesto en este apartado.

En segundo lugar, se ha propuesto un ejemplo practico de aplicacidon didactica mediante el cual se pretende intro-
ducir progresivamente todos los conceptos explicados en el apartado tedrico mediante casos numéricos. En el
apartado (a) se muestra la necesidad de definir el nUmero de nucleos supervivientes como una variable aleatoria; en
el (b) se hace uso de la distribucidn binomial para modelar un proceso de desintegracién radiactiva; en el (c) se observa
que la ley de desintegracion radiactiva proporciona el caso mas probable de nucleos superviviente; en el (d) se muestra
la problematica numérica de la distribucién binomial cuando el nimero de muestras es muy elevado y se hace uso de
la interpolacidn asintdtica presentada en este articulo; en el apartado (e) se calculan e interpretan parametros esta-
disticos como media, varianza y desviacidn tipica; en el apartado (f) se determina el rango de nucleos supervivientes
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mas probable; y en el apartado (g) se calcula la probabilidad de supervivencia de un rango determinado de nucleos
que no incluye el caso mas probable.

Por lo tanto, con todo lo expuesto, queda realizado un estudio cuantitativo de la naturaleza estadistica y probabi-
listica de la ley de desintegracion radiactiva que muestra y clarifica dicho cardcter probabilistico y estadistico de este
fenédmeno fisico, para que estudiantes y profesores comprendan y trabajen adecuadamente con estos conceptos sin
necesidad de simplificar en exceso los fundamentos fisicos y matematicos necesarios para su estudio, evitando asi
graves errores conceptuales sobre este proceso fisico.

Asimismo, seria util e interesante utilizar herramientas TIC en el aula, como simuladores o entornos interactivos
gue permitan visualizar los conceptos expuestos y faciliten la comprension del cardcter probabilistico de la desinte-
gracion radiactiva, proporcionando a los estudiantes una experiencia mds practica y dindmica en el analisis de este
fendmeno. La implementacién de estas herramientas se reserva para futuros trabajos.
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